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вращать возникновение аварийных ситуаций, контролируя работу сис-
темы вентиляции. 
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УПРАВЛЕНИЕ МНОГОСВЯЗНЫМИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ 
ПРОЦЕССАМИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВСТРОЕННЫХ 

ОБОБЩЕННЫХ ОБРАТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
К.Ю. Соловчук 

Международный научно-учебный центр информационных технологий и сис-
тем НАН Украины и МОН Украины, Украина 

 
Известно [1, 2], что эффективными методом построения систем 

управления многосвязными объектами при наличии неконтролируе-
мых возмущений, является метод обратного оператора. Реализация 
этого метода предусматривает использование обратной модели объек-
та, встроенной в контур обратной связи.  

Существенной особенностью метода обратного оператора является 
то, что в «чистом» виде он ориентирован на случай, когда передаточ-
ная матрица объекта является невырожденной. Между тем даже при 
наличии невырожденной матрицы объекта этот метод приводит к за-
метному увеличению нормы управляющих воздействий, если переда-
точная матрица объекта плохо обусловлена. Оказывается, что это 
«скверное» свойство присуще некоторым технологическим процессам 
[3]. 

В теоретическом плане вполне можно вообразить, что при опреде-
лённых условиях плохо обусловленные передаточные матрицы много-
связных объектов могут вообще выродится. Для решения задачи 
управления такими объектами при отсутствие возмущений недавно в 
работе [4] был предложен и обоснован метод, опирающийся на ис-
пользование математического аппарата псевдообращения матриц [5]. 
В настоящей работе этот метод обобщается на случай, когда много-
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связный объект подвергнут действию неконтролируемых ограничен-
ных возмущений как и в [2]. 

Рассматривается многосвязный статический объект, который 
функционирует в дискретном времени 0,1,2,...n   и описывается раз-
ностным уравнением  

1 .n n ny Bu v      (1) 

где  В − произвольная ( )N N -матрица; (1) ( ) T[ , , ]N
n n ny y y   – N -

мерный вектор выходных переменных, доступных для измерения в 
каждый n-й дискретный момент времени 
( 0,1,2,...);n  (1) ( ) T[ , , ]N

n n nu u u   – N -мерный вектор управлений, 
(1) ( ) T[ , , ]N

n n nv v v   – вектор неизмеряемых возмущений (Т – знак 
транспонирования). Вводится стандартное предположение, что вектор 

nv  ограничен по норме: 

.nv      (2) 

Последовательность { }nu  должна быть ограничена по норме неко-
торой величиной U: 

.nu U      (3) 
Задача состоит в том, чтобы в условиях (2) построить систему ста-

билизации вектора ny  на заданном уровне 0 0(1) 0( ) T[ , , ] ,Ny y y   
удовлетворяющему условию 

0 (1) 0 ( )| | ... | | 0.Ny y     (4) 
Введем матрицу 

*: ,B B       (5) 

где *B – вырожденная матрица, ближайшая к матрице B  в смысле 

* : det 0
arg inf .

B B
B B B


 

 
     (6) 

Обозначим через I единичную ( )N N -матрицу. Определим далее 
матрицу  

T 2 1 T
* * * *0

: lim( )B B B I B


 


    

 
как матрицу, псевдообратную к матрице *B (см. [7, теорема 3.4]). 
Оказывается, что справедливо следующие утверждение. 
Утверждение: Пусть выполнены ограничения (2), (3), тогда при 

произвольной ненулевой матрице В регулятор, описываемый уравне-
ниями 
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1 1
1

1

, если 2 ,

в противном случае,
n n

n

n n

u B e B B
u

u B e

  
 


 

   




   (7) 

в которых 0
n ne y y   – вектор текущего отклонения ny  от 0 ,y  обес-

печивают диссипативность замкнутой системы (1), (7).  При этом вы-
полняется требование (2) при  02 .U B y 

   

Доказательство этого утверждения существенно использует один 
из результатов, содержащихся в [6, лемма 7.2] , а также тот предвари-
тельно установленный факт, что достаточным условием диссипатив-
ности рассматриваемой системы является требование 

* 1.B 
 

Реализация регулятора (7) возлагается на обратную модель с пере-
даточной матрицей 1B   (при 1 2B B 

  ) или на псевдообратную 

модель с передаточной матрицей  B

   (при 1 2B B 

  ) и дискрет-

ный интегратор (дигратор). Именно эти модели и играют роль встро-
енных обобщенных псевдообратных моделей. 

Для определения матрицы * ,B  удовлетворяющую условию (6), ис-
пользуем стандартный метод множителей Лагранжа для решения задач 
условной оптимизации функций многих переменных [8]. При этом 
функция Лагранжа ( , )F 

 
с учетом (5) будет иметь вид 

2( , ) det( ),
E

F B        

где E – евклидова норма матрицы  

11 1

1

...
... ... ... ,

...

N

N NN

 

 

 
    
 
 

 

а 
 
обозначает множитель Лагранжа. 

Обращает на себя внимание следующий любопытный факт. Со-
гласно [8] диссипативность замкнутой системы (1), (7) полностью оп-
ределяется расположением собственных значений 1, , N  матрицы 

*: .Q I B B        (8) 

В самом деле при 1 2B B 
   диссипативность этой системы за-

ведомо гарантируется [2], тогда как при  1 2B B 
  это свойство 
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определяется собственными значениями матрицы Q  вида (8), фигури-
рующей в уравнении 

0
1 * ( ),n n nu Qu B y v
      (9) 

описывающие замкнутую систему в этом случае. Но 

*1 rank B B N 
 в силу вырожденности матрицы * ;B  при этом мат-

рица *B B  будет содержать *rankN B B 
 нулевых собственных зна-

чений. А из выражения (8) согласно [9 п. 2.15.3] следует что при 

*rank 1B B N  
 матрица Q будет иметь по меньшей мере два крат-

ных собственных значений, равных 1. Тем не менее предельная огра-
ниченность последовательности { }nu  порождаемой  уравнением (9) 
гарантируется, поскольку применение преобразования подобия 

1T QT J   приводит к появлению жордановых блоков размера 1 1,  
соответствующих этому кратному собственному значению [8]. 
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