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НЕЛІНІЙНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ З 
ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ 3-ГО ПОРЯДКУ 
ІНВАРІАНТНІ ВІДНОСНО ГРУПИ ГАЛІЛЕЯ 

 
При дослідженні різних явищ природи часто приходять до 

математичних моделей у вигляді диференціальних рівнянь. З виникненням 
і наступним розвитком теорії диференціальних рівнянь природознавство 
дістало ефективний засіб моделювання та дослідження різноманітних 
задач науки та техніки. Явища, які вивчаються в гідродинаміці, теорії 
пружності, електродинаміці, теорії теплопровідності, квантовій механіці, 
атомній фізиці тощо, описуються рівняннями математичної фізики. 
Методи інтегрування диференціальних рівнянь почали інтенсивно 
розроблятись після появи “Математичних початків натуральної філософії” 
І. Ньютона в процесі дослідження проблем всесвітнього тяжіння і теорії 
світла. Розквіт методів класичної математичної фізики пов’язаний із 
прізвищами Ж. Лагранжа, Л. Ейлера, Ж.Л. д’Аламбера, П.С. Лапласа, Д. 
Бернуллі, Ж. Фур’є, М.В. Остроградського, А.М. Ляпунова, С. Лі та 
багатьох інших. Одним із таких методів є метод Софуса Лі, в основі якого 
лежить принцип симетрії. Метод грунтується на знаходженні та 
застосуванні операторів алгебри інваріантності (симетрії Лі) диференціаль-
ного рівняння для знаходження його точних розв’язків. 

В роботі розглянуто системи еволюційних рівнянь третього порядку 
вигляду:  
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, 1 2( )ab abF F u u   — 

гладкі функції, 0 1( )a au u x x  , abk , ab  — сталі, 1 2a b   . Система (1) при 
конкретних нелінійностях знаходить широке застосування в теорії густих 
частотних полів, в загальних розтягах і деформаціях скінчених середовищ, 
подібних до розтягів Хабла Всесвіту в астрофізиці, в явищах турбулентної 
дифузії, в процесах, пов’язаних з рідинами Ван–дер–Вальса.  

Алгеброю iнварiантностi багатьох основних класичних рiвнянь ма-
тематичної фізики, таких як рiвняння теплопровiдностi, Шредiнгера, 
Нав’є-Стокса та iнших, є узагальнена алгебра Галiлея 2 (1 1)AG  . Тому, 
виникає питання: при яких виглядах функцій abF  системи (1) володітимуть 
достатньо широкою симетрією, а саме, щонайменше будуть інваріантними 
відносно алгебри Галілея. Авторами поставлена і розв’язана задача: знайти 
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такі функції abF  при яких система (16) є інваріантною відносно алгебри 
Галілея 0 1 0 1 1

0 1

(1 1)AG G x Q
x x
 

          
 

 розширеної алгебри Галілея              

1 0 0 1 1 2(1 1) (1 1) 2AG AG D x x Q            та узагальненої алгебри Галілея               
2

2 1 0 0 0 1 1(1 1) (1 1) П a
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u
AG AG x x x              де 1 ( ) a

b
ab a u

Q m u n   , 

2 ( ) a
b

ab a u
Q u    , abm , an , ab , a  — довільні сталі, 0 1( )a a x x u      — 
довільні гладкі функції.  

В результаті проведених досліджень одержано п’ять суттєво різних 
систем третього порядку, інваріантних відносно узагальненої алгебри 
Галілея:  
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де 11 22 12 21 1 2k k m C C C         – довільні сталі. Доведено, що у класі систем 
третього порядку ( 1) лише дані системи є інваріантними відносно  
узагальненої алгебри Галілея. В зв'язку з тим, що вказані системи 
інваріантні відносно узагальненої алгебри Галілея, вони можуть 
претендувати на описання реальних фізичних процесів. Зазначимо, що 
система 1 застосовується при описі солітонових процесів, а друга, при   

11 22 2 0k k C   , є системою рівнянь Бусінеска, яка описує хвильові процеси. 
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