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CONCLUSIONS. By means of method of Laplace integral transform in combination with the method of Cauchy functions 
the integral representation of exact analytical solution of mixed problem of conjugation for the separate system of evolution-
ary parabolic equations of the second order, which is modelled by hybrid differential operator of Bessel-Euler-(Kontorovich-

Lebedev) in the piece-homogeneous polar axis      1 1 2 20, , ,R R R R    with soft limits is obtained. Analytical expres-

sions for main solutions (Green's functions and influence functions) that are convenient for use in theoretical studies and 
applications are also obtained. 
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УМОВНА ІНВАРІАНТНІСТЬ (1+1) – ВИМІРНОГО РІВНЯННЯ  
РЕАКЦІЇ-ДИФУЗІЇ-КОНВЕКЦІЇ ВІДНОСНО АЛГЕБР ГАЛІЛЕЯ 

 
Знайдено всі рівняння реакції-дифузії-конвекції розмірності (1+1), які є умовно інваріантними відносно алгебри Галілея 

без оператора маси, та алгебри Галілея з оператором маси  
 

ВСТУП. В основі класичної механіки лежить принцип відносності Галілея. В (1+1)-вимірному просторі йому 
відповідають перетворення Галілея вигляду  

= , = .t t x x vt                                                                                     (1) 

Виконавши для формул (1) перепозначення 0 1, ,t x x x v   , одержимо  

0 0 1 1 0= , = .x x x x x                                                                                (2) 

Перетворення (2), породжуються операторами Галілея  

1 0 1 1 1= ,G x x Q                                                                                  (3) 

2 0 1 2= ,G x Q                                                                                   (4) 

де = ( ) , ,i i i u i iQ u      – певні константи. 

Оператор (3) разом з операторами 0 1 1

0 1

= , = ,
x x

Q
 

 
 

, утворюють одну з реалізацій алгебри Галілея з 

оператором маси, яку ми позначимо  

0 1 1 1(1,1) =< , , , > .MAG G Q                                                                   (5) 
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Оператори алгебри (5) задовольняють наступним комутаційним співвідношенням  

0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1[ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = , [ , ] = 0, [ , ] = 0, [ , ] = 0.G G Q Q Q G Q        

Оператор (4) разом з операторами 0 1,  , утворює реалізацію алгебри Галілея без оператора маси  

0 1 2(1,1) =< , , > .AG G                                                                        (6) 

Оператори алгебри (6) задовольняють наступним комутаційним співвідношенням  

0 1 0 2 1 1 2[ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = 0.G G      

Розглянемо нелінійне рівняння реакції-дифузії-конвекції  
1 2 3

0 1 1 1= [ ( ) ] ( ) ( ),u f u u f u u f u                                                                 (7) 

де 0 1= ( , )u u x x , нижні індекси 0, 1 означають диференціювання за змінними 0 1,x x ; ( )if u  – довільні гладкі функції. 

Рівняння (7) широко застосовується для опису різноманітних процесів фізики, хімії, біології та деяких інших наук. 
Це пов'язано з тим, що рівняння вигляду (7) враховують три типи механізмів переносу енергії, кожен з яких при 
математичному моделюванні в першому наближенні відповідно є лінійним щодо других похідних за просторовими 
координатами, перших похідних та самої шуканої функції. Наприклад, при описі процесів тепломасопереносу, 
перенос теплової енергії відбувається за рахунок теплопровідності середовища (закон Фур'є), за рахунок 
конвективного руху енергії та шляхом виділення (поглинання) енергії просторовими джерелами (стоками) енергії [1]. 

Повний опис симетрій Лі рівняння (7) проведено в [7], [8], [9], [11], [15], [16], [17], [18], де встановлено, що дане 
рівняння інваріантне відносно алгебри Галілея з оператором маси (5) лише у випадку, коли воно локально 
еквівалентне лінійному рівнянню теплопровідності вигляду  

0 11= .u u                                                                                      (8) 

Відносно алгебри Галілея без оператора маси (6) рівняння (7) інваріантне у випадку коли воно локально 
еквівалентно рівняння Бюргерса  

0 1 11= ,u uu u                                                                                 (9) 

або рівнянню  

0 1 11ln( ) = .u u u u                                                                           (10) 

Так як процеси, які описує рівняння (7), задовольняють принципу відносності Галілея, то природно вимагати, щоб 
і рівняння (7) задовольняло цьому ж принципу, тобто було інваріантне відносно алгебри Галілея (5) або (6). 

Виявляється (див., наприклад, [12]), що у випадку коли вся множина розв‘язків рівняння (7) не інваріантна 
відносно алгебри Галілея, то з неї за допомогою додаткових умов можливо виділити деяку підмножину, інваріантну 
відносно даної алгебри. 

Виникає питання: чи існують інші вигляди рівняння (7) інваріантні відносно алгебр Галілея типу (5) або (6) разом 
із додатковими умовами? 

Відповіді на це питання і присвячена дану статтю. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ. Поняття умовної симетрії введено в монографії [12]. Умовні симетрії рівнянь 

математичної фізики знайдено в [3, 4, 5, 6, 13, 14]. Метод умовної симетрії дає можливість одержувати такі 
підмножини розв'язків диференціальних рівнянь, симетрія яких ширша, а іноді зовсім відрізняється від симетрії всієї 
множини розв'язків. 

Означення. [12] Система диференціальних рівнянь 
1

( , , ,..., ) = 0
k

S x u u u , де 1= ( ), , ,n m

k
u u x x R u R u   – 

сукупність похідних k -го порядку функції u , називається умовно інваріантною відносно оператора X , якщо 

вона інваріантна відносно цього оператора разом з деякою додатковою умовою 1
1

( , , ,..., ) = 0
k

S x u u u . 

Тобто виконуються наступні співвідношення 0 1 1 1 2 3 1= , = ,XS S S XS S S        де = ( , , )x u     – деякі 

диференціальні оператори, = 0,3, X   – продовження оператора (див., наприклад, [2]). 

Перепишемо рівняння (7) у вигляді  
1 1 2 2 3

11 1 1 0= ( ) ( )( ) ( ) ( ) = 0S f u u f u u f u u f u u    .                                                (11) 

Тут і нижче крапка означає диференціювання за змінною u . Будемо шукати такі набори функцій , = 1,3if i , при 

яких рівняння (11) умовно інваріантне (разом з додатковим рівнянням 1S ) відносно операторів (3), (4) узагальнених 

наступним чином  

1 0 1 1= ( ) ;uG x x M u                                                                             (12) 

2 0 1= ( ) ,uG x M u                                                                             (13) 

де ( )M u  – довільна гладка функція. 

ІНВАРІАНТНІСТЬ ВІДНОСНО АЛГЕБРИ ГАЛІЛЕЯ З ОПЕРАТОРОМ МАСИ. 
Tеорема 1. Рівняння (7) умовно інваріантне відносно алгебри Галілея з оператором маси тоді і тільки тоді, 

коли рівняння (7), оператор (12) та рівняння 1S  мають вигляд:  

1
0 1 1 11

1 0 1 1

2 1
0 1

= [ ( ) ] ,
2 ( )

= ( ) ,

1 1
( ) ( ) = 0, ( ) ( ) = .

2 ( ) 2

u

u
u f u u u

f u

G x x M u

u u M u f u M u u
M u


   

  

   

                                             (14) 
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Доведення. Подіявши продовженим оператором X  на рівняння (11), одержимо  
11 1 1 1 2 0 1 1 2 2 3

1 11 1 1= (2 ) ( ( ) ).XS f f u f f u f u f u f                                                  (15) 

Використавши формули для 11 1 0, ,    (див., наприклад, [2]) і врахувавши вигляд оператора (12), отримаємо  

0 1 1 0
0 1 1 1 1 0 1

11 2
1 1 1 1 11

= 0, = , = , = , = ,

= 2 ( ) .

x x M M x Mu x Mu u

Mu x M u x Mu

      

  

 

  
                                        (16) 

Підставивши вирази (16) в формулу (15) і спростивши, одержимо  
1 1 2 2 3

1 11 1 1 0

1 2
1

= (( ) ( ) ( ) ( ) )

(2( ) 1)

u uu u

u

XS x f M u f M u f M u Mu f M

f M u f M

    

  

 
                                     (17) 

Розглянемо спочатку частину виразу (17), який не містить змінної 1x :  
1 2

2 1= (2( ) 1) .uS f M u f M                                                                    (18) 

Подіявши продовженим оператором X  на (18) і врахувавши (16), отримаємо  
1 1 2 1

2 1 1= (2( ) 1) (2 ( ) ( ) (2( ) 1) ).u uu u uXS M f M x M f M M f M f M Mu                                  (19) 

З формули (19) маємо рівняння 12( ) 1 = 0uf M  , розв'язавши яке, одержимо 1 1
= ( ), =

2
f M u C C const  . З 

точністю до перетворень еквівалентності u C u   маємо  

1 1
= .

2
f M u                                                                                 (20) 

 Підставивши (20) в (18), одержимо  
2 = 0.f                                                                                     (21) 

Врахувавши формули (20), (21), одержимо, що (17) має вигляд  

3
1 11 0

1
= ( ).

2
XS x u Mu f M                                                                     (22) 

Виділивши S  у виразі (22), одержимо  
1

1 1
11 1 2

= ,
2 2( )

x uf x
XS S S

f f
 


                                                                    (23) 

де                                                                            2
1 0 1

1
= ( ) ( ),

2
S u u u

M
                                                                      (24) 

1 3
3

1
( ) = ( ).

f f
u f

uf
                                                                         (25) 

Подіявши продовженим оператором X  на рівняння (24) і врахувавши (16), отримаємо  

2
1 1 0 1

1
= ( ( ) ).

2

M
XS Mx u u

M M
   

                                                               (26) 

Порівнявши формулу (24) і вираз в дужках формули (26), отримаємо рівняння = ,
M

M
   розв'язавши яке і 

врахувавши (20), одержимо  

1
= = .

2

u
M

f


                                                                              (27) 

Підставивши в (27) вираз для   (25) і розв'язавши отримане рівняння відносно 3f , знаходимо  

3
11

= .
2

u
f u

f


                                                                              (28) 

Підставивши (21), (28) у рівняння (7), одержимо рівняння реакції-дифузії з теореми 1; підставивши (27) в (24) 
одержимо додаткове рівняння з теореми 1. 

Розгляд випадку 1 = 0f  приводить до рівняння  

0 11 1=u u u                                                                                (29) 

і відповідного йому оператора                                 1 0 1 1
1

= .
2 uG x x u                                                                            (30) 

Рівняння (29) та оператор (30) за допомогою перепозначень 1 0
0 0

1
,

x
u e u x x


 


 зводяться відповідно до 

рівняння теплопровідності (8) та оператора Галілея (3) при 
1

= , = 0
2

   . Таким чином, рівняння (29) класично 

інваріантне відносно оператора (30). 
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Розгляд випадку = 0M  приводить до частинного випадку, який можна отримати з (14). 
Теорему доведено. 
ІНВАРІАНТНІ ВІДНОСНО АЛГЕБРИ ГАЛІЛЕЯ БЕЗ ОПЕРАТОРА МАСИ. 
Tеорема 2. Рівняння (7) умовно інваріантне відносно алгебри Галілея без оператора маси тоді і тільки тоді, 

коли рівняння (7), оператор (13) та рівняння 1S  набувають вигляду:  

4
0 1 1 7 1 2 1 3 5

2 0 1

2 2 1 34
0 1 1 1

= [ ] ( ) ( )( ),

1
= ,

1
( ) = 0, = .

u u
u

u
u

u
u u u

u D u D E u D u
D

G x
E

D u
u E u Eu

E E D


          

  

   
   

                                          (31) 

Доведення теореми 2 проводиться аналогічно доведення теореми 1. 

Зауваження 1. При розгляді випадку 1 = 0, = 0f M   одержуємо рівняння і оператор, які замінами зводяться до 

рівняння Бюргерса (9) та оператора Галілея (4) при = 0, = 1i i  . 

Зауваження 2.Випадок 1 = 0, = 0f M   приводить до рівняння і оператора Лі наведених в роботі [8] (див. таблиця 

1, випадок 3). Виконавши заміни наведені в роботі [10], одержимо рівняння (10) і оператора Галілея (4) при 
= 1, = 0i i   . 

ВИСНОВКИ. У статті знайдено рівняння вигляду (7), які разом з додатковою умовою інваріантні відносно алгебри 
Галілея без оператора маси, а також з оператором маси. Оскільки отримані рівняння задовольняють принципу 
відносності Галілея, то вони можуть описувати реальні природні процеси. Так, наприклад, додаткове рівняння з 
теореми 1 має вигляд  

2
0 1

1
( ) ( ) = 0.

2 ( )
u u M u

M u
    

Це рівняння Гамільтона-Якобі, яке широко застосовується в класичній механіці. 
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CONDITIONAL INVARIANCE OF (1+1)-DIMENSIONAL REACTION-DIFFUSION-CONVECTION EQUATION 

WITH RESPECT TO GALILEAN ALGEBRAS 
All reaction-diffusion-convection equations of (1+1) dimension, that are invariant under Galilean algebras (with mass and without mass operator) are found. 
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УСЛОВНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ (1+1)-МЕРНОГО УРАВНЕНИЯ РЕАКЦИИ-ДИФФУЗИИ-КОНВЕКЦИИ 

ОТНОСИТЕЛЬНО АЛГЕБР ГАЛИЛЕЯ 
Найдено все уравнения реакции-диффузии-конвекции размерности (1+1), которые являются условно инвариантными относительно алгебры Гали-

лея без оператора массы, и алгебры Галилея с оператором массы 

 
 


