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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У формулах iндекси, позначенi латинськими лiтерами, змiнюються вiд 1 до
n, грецькими — вiд 0 до n. За iндексами, що повторюються йде сумування.
Нижнi iндекси функцiй позначають диференцiювання за вiдповiдними iн-
дексами.

N, R — множини натуральних та дiйсних
чисел вiдповiдно

R
n — арифметичний дiйсний n-вимiрний

простiр

X
n

— n-е продовження iнфiнi-

тезимального оператора X
μη, μνη, — координати продовженого

оператора X

∂μ = ∂
∂xμ

, ∂u =
∂
∂u

— оператори диференцiювання

по xμ та u

δab — символ Кронекера

gμν — метричний тензор
iз сiгнатурою (1,−1,−1,−1)

� = ∂2

∂x2
0
− ∂2

∂x2
1
− ∂2

∂x2
2
− ...− ∂2

∂x2
n
— оператор Д’Аламбера
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Вступ

Однiєю з головних задач математичної фiзики є побудова математичних
моделей у виглядi диференцiальних рiвнянь для опису процесiв приро-
дознавства. Отже, внаслiдок широкого застосування диференцiальнi рiв-
няння є цiкавим об’єктом дослiдження. Характерна особливiсть сучасного
математичного опису реальних процесiв полягає в тому, що основнi фiзичнi
закони, рiвняння руху, рiзнi математичнi моделi володiють явною чи умов-
ною, геометричною чи негеометричною, локальною чи нелокальною си-
метрiями. Усi основнi рiвняння математичної фiзики (рiвняння Ньюто-
на, Лапласа, Д’Аламбера, Шредiнгера, Лiувiлля, Дiрака, Максвела i т.
д.) iнварiантнi вiдносно достатньо широких груп перетворень. Саме ця
властивiсть видiляє їх iз множини диференцiальних рiвнянь.
Математичнi основи теорiї симетрiї диференцiальних рiвнянь започат-

кував у своїх фундаментальних роботах норвежський математик Софус
Лi. Розвиток теорiї С. Лi продовжили багато дослiдникiв. Вперше iдеї Лi
були застосованi Пуанкаре (1905 р.) до системи рiвнянь Максвела. У 1918
роцi Е. Ньотер довела двi важливi теореми, якi пов’язали групи симет-
рiї з законами збереження. Г. Бейтман [69] ефективно використав симет-
рiю лiнiйного хвильового рiвняння для одержання його точних розв’язкiв.
Роботи В.I. Смiрнова i С.Л. Соболєва (1932 р.) були присвяченi побудовi та
застосуванню функцiонально–iнварiантних розв’язкiв лiнiйного хвильово-
го рiвняння. Тривалий перiод результати С. Лi щодо групового аналiзу ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похiдними залишалися маловiдомими.
Г. Бiркгоф першим наголосив на їх важливостi i принциповiй можливостi
застосування теорiї груп у механiцi [11]. Подальший розвиток метод С. Лi
набув у роботах Л.В. Овсяннiкова [31, 32, 33] i його школи, якими була ство-
рена теорiя iнварiантних i частковоiнварiантних розв’язкiв диференцiаль-
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них рiвнянь. Важливi результати одержанo Дж. Блуменом та I.Д. Коулом
[72, 71], У. Мiллером [25], П. Олвером [34, 89, 91, 92], Н.Х. Iбрагiмовим
[18, 17], П. Вiнтернiцем [94, 95, 97]. В Українi першi роботи на цю тему опуб-
лiкованo львiвським математиком В.Г. Костенком наприкiнцi 50-х рокiв
минулого столiття [20]. Так у математичнiй науцi остатачно оформився
важливий напрямок, який за пропозицiєю Л. В. Овсяннiкова отримав назву

”
Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь“. Суттєвий вклад у цi дослiд-
ження зробленй українською школою теоретико-алгебраїчного аналiзу, яка
була заснована В.I. Фущичем. Важливим напрямом, у якому працював
В. Фущич i його учнi, було застосування алгебр та груп iнварiантностi
нелiнiйних диференцiальних рiвнянь до знаходження їх розв’язкiв. За до-
помогою пiдалгебр алгебри iнварiантностi диференцiальних рiвнянь буду-
ють спецiальнi пiдстановки, якi названо

”
анзацами“. Анзаци редукують

вихiдне рiвняння до рiвняння з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Це
дало можливiсть одержати цiлi класи точних розв’язкiв багатьох основних
рiвнянь математичної фiзики Д’Аламбера [58], Лiувiлля [4], Шредiнгера
[5, 77], Борна–Iнфельда [53, 60, 75], Монжа–Ампера [54] та багатьох iнших.

В.I. Фущичем та А. Г. Нiкiтiним [44, 46, 47, 51, 52] розроблено новий
пiдхiд до дослiдження алгебр iнварiантностi диференцiальних рiвнянь, го-
ловна вiдмiннiсть якого вiд класичного полягає в тому, що базиснi елементи
алгебри iнварiантностi даних рiвнянь є iнтегродиференцiальними операто-
рами. Цей пiдхiд дозволив знайти новi симетрiї багатьох добре вiдомих
рiвнянь квантової механiки: Дiрака [57], Максвела [52], Ламе [59] тощо.

Виявляється, що є цiлi класи рiвнянь, що широко застосовуються при
описi конкретних фiзичних процесiв, якi не володiють лiївською симетрiєю,
а це означає, що стандартний метод Лi для них є малоефективним. Тому ак-
туальною стала задача узагальнити метод Лi з метою побудови принципово
нових анзацiв i точних розв’язкiв, якi не можуть бути отриманi стандарт-
ним алгоритмом Лi. В 1969 роцi Дж. Блумен та I.Д. Коул у роботi [71] ввели
поняття некласичної симетрiї, яка дала можливiсть знаходити оператори
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iнварiантностi диференцiальних рiвнянь, вiдмiннi вiд операторiв С. Лi. Iдеї
Дж. Блумена i I.Д. Коула розвинуто в роботах П. Олвера та П. Розенау
[92, 93], В.I. Фущича i I.М. Цифри [79]. На основi цих дослiджень у роботах
В.I. Фущича, В.I. Чопика та М.I. Сєрова [47, 56, 58, 63] розроблено новий
метод знаходження симетрiй, який отримав назву метод умовної симетрiї.
За допомогою цього методу можна видiлити такi пiдмножини розв’язкiв
диференцiального рiвняння, симетрiя яких ширша, а iнодi i зовсiм вiдрiз-
няється, вiд симетрiї всiєї множини його розв’язкiв. Результати дослiджень
умовної симетрiї деяких конкретних рiвнянь представлено в роботах [55, 63,
74, 76, 86].

У сучасних дослiдженнях у математичнiй фiзицi важливу роль вiдiграє
принцип симетрiї. Це пов’язано з тим, що основнi фiзичнi закони, рiвняння
руху, рiзнi математичнi моделi володiють явною або неявною, геометричною
або негеометричною, локальною або нелокальною симетрiями. Всi основнi
рiвняння математичної фiзики — Нютона, Лапласа, Д’Аламбера, Шредiн-
гера, Максвела i т. д. — володiють широкими симетрiйними властивостями.

Рiзноманiтнi задачi математичного опису реальних процесiв приводять
до диференцiальних рiвнянь. Методи iнтегрування диференцiальних рiв-
нянь почали iнтенсивно розроблятись пiсля появи

”
Математичних початкiв

натуральної фiлософiї “I. Ньютона в процесi дослiдження проблем всесвiт-
нього тяжiння i теорiї свiтла. Розквiт методiв класичної математичної фiзи-
ки пов’язаний iз прiзвищами Ж. Лагранжа, Л. Ейлера, Ж.Л. Д’Аламбера,
П.С. Лапласа, Д. Бернуллi, Ж. Фур’є, М.В. Остроградського, А.М. Ля-
пунова, С. Лi та багатьох iнших. Одним iз таких методiв є метод оберне-
ної задачi розсiяння (та низка спорiднених з ними методiв). Такий метод
був розроблений у 1967 роцi в спiльнiй роботi K. Гарднера (C. Gardner),
Дж. Грiна (J. Green), M. Крускала (M. Kruskal) i P. Мiури (R. Miura) [82]
на прикладi нелiнiйного рiвняння Кортевега–де Фрiза. Протягом останнiх
десятилiть спостерiгається потужний розвиток сучасної теорiї iнтегровнос-
тi динамiчних систем i застосування методiв оберненої задачi розсiяння
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та спорiдненим з ним пiдходiв до розв’язання багатьох нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь. Важливу роль при цьому вiдiграли працi українсь-
ких математикiв, зокрема, В.А. Марченка [24], Ю.М. Березанського [9, 10],
Л.П. Нижника [26, 27], Є.Д. Бiлоколоса, [8, 2], Є.Я. Хруслова [64].
Не менш поширеним, нiж метод оберненої задачi розсiяння, методом для

побудови точних розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними є метод Софуса Лi, в основi якого лежить принцип симет-
рiї. Метод грунтується на знаходженнi та застосуваннi операторiв алгебри
iнварiантностi (симетрiй Лi) диференцiального рiвняння для знаходження
його точних розв’язкiв.
Побудова конструктивного математичного апарату, який може вияв-

ляти рiзнi типи симетрiї, — одна iз найважливiших задач математичної
фiзики. Та не менш важливою є задача: по заданiй групi побудувати мате-
матичнi моделi (рiвняння), якi володiють заданою симетрiєю.
Проведенню класифiкацiї квазiлiнiйних хвильових рiвнянь iнварiантних

вiдносно алгебр Пуанкаре та конформної алгебри, побудовi класiв розв’язкiв
типу солiтонних за допомогою iтеративної процедури нелокального роз-
множення розв’язкiв та методами умовної симетрiї рiвняння синус-Гордон,
присвячено дану роботу.
Для виконання групової класифiкацiї застосовано класичний метод Лi,

Овсяннiкова [31, 34, 90] та метод умовної симетрiї [47, 56, 58, 63]. Сформу-
люємо основнi поняття та означення, якi використаємо в роботi.
Нехай

S
(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

)
= 0, S = (S1, S2, . . . , Sl) (0.1)

система диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними r–го порядку,
де u = u(x), x = (x0, �x), �x ∈ R

n, u ∈ R
m, u

k
— сукупнiсть похiдних k–го

порядку функцiй u, k = 1, r, k, n,m, r, l ∈ N.

Означення 0.1. Група Лi локальних перетворень вигляду

x̃μ = fμ(x, u, θ), ũk = gk(x, u, θ), (0.2)
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де μ = 0, n, k = 1, m, θ = (θ1, ..., θl), називається l-параметричною групою
точкових симетрiй системи рiвняннь (0.1), якщо множина розв’язкiв да-
ної системи iнварiантна вiдносно перетворень (0.2).

Означення 0.2. Алгеброю Лi групи (0.2) називається лiнiйний вектор-
ний простiр, базисом якого є диференцiальнi оператори першого порядку
Xb = ξbμ(x, u)∂xμ

+ ηbk(x, u)∂uk, де ξbμ = fμ
θb

∣∣∣
θ=0

, ηbk = gkθb
∣∣∣
θ=0

, зi стан-

дартною операцiєю комутування.

Мiж групами Лi перетворень (0.2) i алгебрами Лi iснує взаємноодноз-
начна вiдповiднiсть (перша теорема Лi). Щоб вiдновити групу Лi по її
алгебрi Лi, необхiдно розв’язати наступну задачу Кошi (систему рiвнянь
Лi):

∂fμ

∂θb
= ξbμ(f, g),

∂gk

∂θb
= ηbk(f, g),

fμ|θ=0 = xμ, gk|θ=0 = uk.

(0.3)

Сформулюємо алгоритм Лi знаходження алгебри iнварiантностi системи
рiвнянь (0.1).

Теорема 0.1. Диференцiальний оператор X = ξμ(x, u)∂xμ
+ ηk(x, u)∂uk є

оператором iнварiантностi (0.1) тодi i тiльки тодi, коли

X
r
S
(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

) ∣∣∣∣∣ S = 0
≡ 0, (0.4)

де X
r
= X + μ1ηk∂uk

μ1
+ · · · + μ1μ2...μrηk∂uk

μ1μ2...μr
,

μ1ηk = Dμ1
(ηk)− ukνDμ1

(ξν),

μ1μ2ηk = Dμ2
(μ1ηk)− ukμ1ν

Dμ2
(ξν),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
μ1μ2···μrηk = Dμr

(μ1···μr−1ηk)− ukμ1μ2···μr−1νDμr
(ξν),

Dμ = ∂xμ
+ ukμ∂uk + ukμμ1

∂uk
μ1
+ · · ·+ ukμμ1···μr−1

∂uk
μ1···μr−1

,

μ, μ1, . . . μr, ν = 0, n, k = 1, m.

9



Записавши (0.4) в розгорнутому виглядi, пiсля розщеплення по похiд-
ним, отримуємо систему лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними вiдносно
координат ξ, η оператора X (систему визначальних рiвнянь), загальний
розв’язок якої визначає максимальну в розумiннi Лi алгебру iнварiантностi
рiвняння (0.1). Використовуючи формули (0.3), можна визначити локальну
групу Лi локальних перетворень, що вiдповiдає цiй алгебрi.

Означення 0.3. Система рiвнянь (0.1) називається умовно iнварiантною
вiдносно оператора Q, який не належить алгебрi iнварiантностi даного
рiвняння i для якого виконується умова

Q
r
S = λ0S + λ1S1, λ1 �= 0,

Q
r
S1 = λ2S + λ3S1,

S1

(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

)
= 0,

де S1

(
x, u, u

1
, u
2
, . . . , u

r

)
— деякi диференцiальнi вирази вiдносно змiнних x

i функцiй u.

Данi поняття використано в роботi при розв’язаннi задачi опису дифе-
ренцiальних рiвнянь, iнварiантних вiдносно заданої групи, при побудовi
класiв iнварiантних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь (алгоритм редук-
цiї та знаходження розв’язкiв див. детальнiше [31, 34, 78]).
Квазiлiнiйнi хвильовi рiвняння є цiкавим об’єктом дослiдження внаслi-

док свого широкого застосування. Перший роздiл монографiї присвяченo
конформнiй iнварiантностi хвильових рiвнянь. У першому пiдроздiлi цього
роздiлу дослiдженo iнварiантнiсть квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними другого порядку

F μν
(
u, u

1

)
uμν +G

(
u, u

1

)
= 0, (0.5)

вiдносно алгебр Пуанкаре та конформної алгебри. У роботi [97] розглянута
аналогiчна задача класифiкацiї загального рiвняння другого порядку вiд-
носно конформної алгебри

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1, D = x0∂0 + x1∂1 + u∂u, Kμ = 2xμD− (x2 −mu2)∂μ,
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де m = 0,±1, для бiльш широкого класу рiвнянь. Але в такiй загальнiй
постановцi ця задача роз’язана в [97] лише для випадкуm = 0. У монографiї
ця задача розглянута повнiстю, але для вужчого класу рiвнянь, а саме
квазiлiнiйного класу рiвнянь з частинними похiдними другого порядку.
Найбiльш вiдомими рiвняннями класу (0.5) є рiвняння ейконалу

uμu
μ = F (u), (0.6)

нелiнiйне хвильове рiвняння

�u+G
(
u, u

1

)
= 0, (0.7)

рiвняння Борна–Iнфельда

(1− uνu
ν)�u+ uμuνuμν = 0, (0.8)

рiвняння Лiувiлля

�u+ λeu = 0. (0.9)

Рiвняння (0.6) є одним з основних рiвнянь геометричної оптики. Його си-
метрiйнi властивостi прокласифiкованi в [58]; нелiнiйне хвильове рiвняння
(0.7) широко застосовується при описаннi рiзноманiтних фiзичних процесiв.
Iнварiантнiсть рiвняння (0.7) вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алгеб-
ри Пуанкаре та конформної алгебри дослiджена в роботах [58]; piвняння
(0.8) в евклiдовому просторi узагальнює на n-вимiрний випадок рiвняння
мiнiмальних поверхонь вперше одержане Лагранжем iз варiацiйного прин-
ципу Ейлера-Лагранжа. Симетрiйнi властивостi та деякi точнi розв’язки
рiвняння (0.8) знайденi в роботах [7, 41, 58]. Рiвняння Лiувiлля виникає
у задачах диференцiальної геометрiї, теорiї нелiнiйних хвиль, у квантовiй
теорiї поля [6].
Також слiд вiдзначити роботи, де одержано (повний або частковий)

розв’язок задачi групової класифiкацiї таких одновимiрних хвильових рiв-
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нянь:
utt = −λuxx + F (u, ux) у роботi [96],
utt = (f(u)ux)x у роботi [65, 93],
utt = f(ux)uxx у роботi [102],
utx = f(t, x, u), fuu �= 0 у роботi [23].

У роботах [68, 85] проведено групову класифiкацiю квазiлiнiйного хвильо-
вого рiвняння другого порядку вигляду

utt = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux).

У [48, 49] наведено функцiональнi базиси абсолютних диференцiальних iн-
варiантiв для набору з m скалярних функцiй ur = ur(x0, x1, ..., xn), n ≥ 3.
У пiдроздiлi 1.1 прокласифiковано всi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiв-

няння другого порядку вигляду (0.5) iнварiантнi вiдносно алгебр Пуанкаре
та конформної алгебри при u = u(x0, x1).
В [62] Фущич В.I., Цифра I.М. видiлили пуанкаре-iнварiантнi та кон-

формно-iнварiантнi нелiнiйнi рiвняння електродинамiки, побудували нелi-
нiйнi конформно-iнварiантнi рiвняння для векторного i спiнорного полiв.
У дисертацiйнiй роботi розглянуто рiвняння

ΠμΠ
μu = 0,

яке також використовують при описi процесiв електродинамiки. У другому
пiдроздiлi першого роздiлу описанo всi можливi зображення конформної
алгебри, вiдносно якої iнварiантнi нелiнiйнi рiвняння електродинамiки виг-
ляду:

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0;

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = Ψμ(u, A);

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0,

�Aμ = ψμ(u, A).
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Одержанi результати класифiкацiї застосованo для дослiдження симетрiй-
них властивостей цих рiвнянь. У роботi [35] частково розглянуто данi рiв-
няння та системи, дослiджено їх iнварiантнiсть вiдносно алгебр Пуанкаре.
У роботi [15] одержано 6 нееквiвалентних лiнiйних неоднорiдних зобра-

жень алгебри Галiлея. Данi зображення використано у третьому пiдроздiлi
першого роздiлу при описаннi нееквiвалентних лiнiйних неоднорiдних зо-
бражень алгебр Пуанкаре та конформної алгебри у випадку U ∈ R

2 з
точнiстю до перетворень еквiвалентностi

W = KU + L, (0.10)

де K – невироджена стала матриця розмiрностi 2 × 2, L – стала матриця
розмiрностi 2×1,W = W (x) – новi невiдомi функцiї. Нелiнiйнi зображення
групи Пуанкаре AP (1, 3) наведенo у роботi [87], для довiльної розмiрностi
в [104]. У роботах [84, 21, 22] прокласифiкованo нелiнiйнi зображення ал-
гебри Пуанкаре в трьохвимiрному просторi. Нееквiвалентнi зображення
алгебр Пуанкаре AP (n,m), AP1(n,m) та конформної алгебри AC(n,m)

прокласифiковано в роботi [81]. Опис нееквiвалентних зображень операто-
рiв отриманий також у роботi [88].
У роботах [15, 16, 19] дослiджено iнварiантнiсть системи нелiнiйних рiв-

нянь конвекцiї-дифузiї

U0 = ΔU + F a(U)Ua,

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея для рiзних розмiрностей векторного
поля U та просторових змiнних �x. Тут U = U(x0, �x) ∈ R

m, �x ∈ R
n, F a —

функцiональнi матрицi розмiрностi m×m, a = 1, n.
В [105] дослiдженo iнварiантнiсть системи рiвнянь

�U = F (U)

вiдносно спецiального класу зображень розширеної алгебри Пуанкаре.
У четвертому пiдроздiлi першого роздiлу для дослiдження симетрiйних

властивостей систем квазiлiнiйних хвильових рiвнянь вигляду

�U = (F 0(U)∂0 + F 1(U)∂1)U,
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де U = (u1, u2), F 0, F 1 — функцiональнi матрицi розмiрностi 2× 2, засто-
совано побудованi в пiдроздiлi 1.3 лiнiйнi зображення розширеної алгебри
Пуанкаре AP1(1, 1) та конформної алгебри AC(1, 1). Серед всеможливих
математичних моделей даного класу вiдiбрано тi, якi iнварiантнi вiдносно
алгебр Пуанкаре та її розширень операторами масштабних i конформних
перетворень.
У другому роздiлi монограiї розглядаємо нелiнiйне хвильове рiвняння

u00 − u11 + sin u = 0, (0.11)

де u = u(x0, x1), яке в лiтературi вiдоме як рiвняння синус-Гордон (СГ).
Рiвняння (0.11) займає особливе мiсце серед диференцiальних рiвнянь, якi
використовуються в рiзноманiтних задачах математичного опису реальних
процесiв. Дане рiвняння з геометричної точки зору виникло в диференцi-
альнiй геометрiї наприкiнцi ХIХ столiття i пов’язане iз задачею побудо-
ви чебишевських сiток на поверхнях вiд’ємної кривизни [36]. Вивченням
розв’язкiв рiвняння (0.11) у 1936 роцi займався нiмецький вченний Р.Штойр-
вальд, але результати його дослiджень були вiдомi в той час лише не-
багатьом спецiалiстам по геометрiї [28, 101]. У фiзицi рiвняння СГ було
застосоване в теорiї дислокацiй Я. Френкелем та Т. Канторовою [43]. Воно
описує розповсюдження обертань, умовних або дiйсних, в рiзних фiзичних
системах [43, 42]. Наприклад, розповсюдження флюксонiв в джозефсонiв-
ських контактах [30], розповсюдження резонансних ультрокоротких оптич-
них iмпульсiв [66]. В 1958 роцi Т. Скiрм запропонував використати рiвняння
Клейна-Гордона

u00 − u11 + φ̇(u) = 0,

де φ = φ(u) — гладка функцiя, яка описує потенцiальну енергiю поля, як
стандартну модель теорiї поля в одновимiрному просторi часу з перiоди-
чним потенцiалом φ(u) = 1− cosu [28, 98].
Рiвняння синус-Гордон є одним iз найбiльш вiдомих рiвнянь в теорiї

солiтонiв [28], розвиток якої бере початок iз спостереження фiзичного явища

14



”
solitary ware“(вiдокремленої хвилi) британським iнженером Д.С.Расселом
у 1834 роцi. Однак його роботи на деякий час були забутi. Сплеск iнтересу
до солiтонiв почався в другiй половинi ХХ столiття одночасно у декiлькох
галузях науки - нелiнiйнiй електродинамiцi, фiзицi твердого тiла, гiдроди-
намiцi, бiофiзицi та iн. У роботi Н. Забуского i М. Крускала [103] у 1965 роцi
ця хвиля була названа солiтоном. Прикладами солiтонiв можуть служити
хвилi на мiлкiй водi, iонно-звуковi та магнiтозвуковi хвилi в плазмi, по-
ширення надпотужних свiтлових iмпульсiв у нелiнiйних кристалах, ан-
тициклони в атмосферi Землi, Червона пляма на Юпiтерi. Дослiдження
солiтонiв iще раз продемонструвало єднiсть нелiнiйних коливних (хвильо-
вих) процесiв рiзної природи.
Наприкiнцi ХIХ столiття Беклунд [36, 70] запропонував нелокальнi пе-

ретворення вигляду:
(

2
u +

1
u

2

)

y

=
1

λ
sin

2
u − 1

u

2
,

(
2
u − 1

u

2

)

z

= λ sin

2
u +

1
u

2
(0.12)

для рiвняння СГ (0.11) записаного в конусних змiнних

uyz = sin u, (0.13)

де

y =
x1 + x0

2
, z =

x1 − x0
2

, (0.14)

1
u,

2
u — два рiзнi розв’язки рiвняння (0.13), λ — довiльна стала.
За допомогою АПБ (0.12) у лiтературi [28, 29] побудованi деякi точнi

розв’язки рiвняння (0.13), якi одержали назву солiтонних розв’язкiв. Од-
носолiтоннi

u = 4 arctan eθ1 (0.15)

та двохсолiтоннi

u = 4 arctan(
λ2 + λ1
λ2 − λ1

· e
θ1 − eθ2

1 + eθ1+θ2
), (0.16)
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де θi = λiz +
1
λi
y + ci, λi, ci — довiльнi сталi, i = 1, 2, розв’язки (0.13).

У роботi [73] побудовано формулу знаходженняN -солiтонних розв’язкiв
рiвняння СГ:

cosu(x0, x1) = 1− 2( ∂2

∂x0
2 − ∂2

∂x1
2 ) lnF,

F = det(Mij),

Mij = 2(ai + aj)
−1 cosh[12(θi + θj)],

θj = γj(x0 − Vjx1 − tj),

a2j = (1− Vj)(1 + Vj)
−1,

γ2j = (1− V 2
j )

−1,

(0.17)

де aj , tj — довiльнi параметри.
Для побудови солiтонних розв’язкiв рiвняння СГ може також викори-

стовуватись теорема Б’янки про перестановочнiсть [28].
Перетворення (0.12) зв’язують мiж собою два рiзнi розв’язки рiвнян-

ня СГ, вони є автоперетвореннями Беклунда (АПБ). Враховуючи те, що
перетворення (0.12) задають неявний зв’язок мiж двома розв’язками

1
u,

2
u

рiвняння (0.13), то їх важко використовувати для побудови точних розв’яз-
кiв цього рiвняння.
У пiдроздiлi 2.1 запропоновано iтеративну процедуру нелокального роз-

множення розв’язкiв рiвняння СГ, яка дозволила побудувати ланцюжок
розв’язкiв типу односолiтонних.
У теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними важливу

роль вiдiграють рiвняння яким притаманнi нетривiальнi симетрiйнi влас-
тивостi. Як правило, такi рiвняння плiдно використовуються для матема-
тичного моделювання об’єктiв, явищ i процесiв у рiзних наукових галузях,
i саме вони стимулюють виникнення та розвиток нових понять i методiв
теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. У 1969 роцi Блу-
мен i Коул [71] на прикладi лiнiйного (1+1)-вимiрного рiвняння теплопро-
вiдностi ввели поняття некласичної симетрiї диференцiального рiвняння
з частинними похiдними. Така симетрiя узагальнюється поняттям умов-
ної симетрiї, яке введене в [58] (див. також [44, 45, 47, 55, 79, 83]). Метод
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умовної симетрiї дає можливiсть одержувати такi пiдмножини розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь, симетрiя яких ширша, а iнодi зовсiм вiдрiзня-
ється вiд симетрiї всiєї множини розв’язкiв.
У другому пiдроздiлi даного роздiлу дослiджено умовну iнварiантнiсть

одновимiрного рiвняння синус-Гордон (0.11) i зв’язок деяких вiдомих та
одержаних розв’язкiв з операторами умовної симетрiї даного рiвняння.
У роботi [106] доведена еквiввалентнiсть редукцiї рiвняння за допомо-

гою деякого анзацу та наявностi у цього рiвняння операторiв умовної си-
метрiї. У пiдроздiлi 2.3 дослiджено умовну iнварiантнiсть багато вимiрного
рiвняння синус-Гордон

�u+ sinu = 0, (0.18)

де u = u(x), x = (x0, �x), �x ∈ Rn. За допомогою операторiв умовної симет-
рiї знайдено анзаци та проведено редукцiю багатовимiрного нелiнiйного
хвильового рiвняння синус-Гордон (0.18) до системи рiвнянь Д’Аламбера–
ейконала

�ϕ = 0,

ϕαϕ
α = m,

(0.19)

де ϕ = ϕ(ω0, ω1, ..., ωn−1) — довiльнi гладкi функцiї, ωα = ωα(x) — iнварi-
антнi змiннi, кiлькiсть яких на одиницю менша, нiж кiлькiсть незалежних
змiнних x, m ∈ {−1, 0, 1}. Повний аналiтичний опис множини гладких
розв’язкiв систем (0.19) проведено в роботах [50], [67], а також [99, 100].
У результатi цього в пiдроздiлi 3.3 отримано цiлi класи точних розв’язкiв
багатовимiрного рiвняння (0.18).
Робота носить теоретичний характер. Отриманi результати можуть бути

використанi при розв’язуваннi ряду конкретних задач теорiї диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними, математичної фiзики, електродина-
мiки, а також диференцiальної геометрiї, геометричної оптики, фiзики та
деяких iнших.
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РОЗДIЛ 1

Конформна iнварiантнiсть квазiлiнiйних
хвильових рiвнянь

У сучасних дослiдженнях задач математичної фiзики важливу роль вiдiграє
принцип симетрiї. Це пов’язано з тим, що основнi фiзичнi закони, рiвняння
руху, рiзнi математичнi моделi володiють явною або неявною, геометричною
або негеометричною, локальною або нелокальною симетрiями. Всi основнi
рiвняння математичної фiзики — Нютона, Лапласа, Д’Аламбера, Шредiн-
гера, Максвела i т. д. — володiють широкими симетрiйними властивостями.
Квазiлiнiйнi хвильовi рiвняння є цiкавим об’єктом дослiдження внаслi-

док свого широкого застосування. Даний роздiл присвячено класифiкацiї
нееквiвалентних зображень алгебри Пуанкаре, розширеної алгебри Пуан-
каре, конформної алгебри та опису квазiлiнiйних хвильових рiвнянь, iнва-
рiантних вiдносно даних алгебр.
У даному роздiлi дослiджено iнварiантнiсть квазiлiнiйних диференцi-

альних рiвнянь з частинними похiдними другого порядку вiдносно спецi-
ального класу зображень алгебр Пуанкаре та конформної алгебри; описано
зображення алгебр Пуанкаре та конформної алгебри, якi можуть бути
заданi на множинi розв’язкiв рiвнянь нелiнiйної електродинамiки. Одер-
жанi результати класифiкацiї застосовано для опису нелiнiйних рiвнянь
електродинамiки, iнварiантних вiдносно даних алгебр; з точнiстю до лiнiй-
них перетворень прокласифiковано неоднорiднi зображення розширеної ал-
гебри Пуанкаре та конформної алгебри у випадку двовимiрного векторного
поля. Проведено повну класифiкацiю системи квазiлiнiйних хвильових рiв-
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нянь, iнварiантних вiдносно алгебри Пуанкаре та її розширень операторами
масштабних та конформних перетворень.

1.1. Квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння
з частинними похiдними другого порядку

Найбiльш загальний клас квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з части-
нними похiдними другого порядку має вигляд

F μν
(
u, u

1

)
uμν +G

(
u, u

1

)
= 0, (1.1)

де F μν
(
u, u

1

)
, G

(
u, u

1

)
, u = u(x) — гладкi функцiї, μ, ν = 0, 1, x = (x0, x1),

u
1
= (u0, u1).
До класу рiвнянь (1.1) входять такi класичнi рiвняння як рiвняння ей-

коналу

uμu
μ = F (u). (1.2)

Рiвняння (1.2) є одним з основних рiвнянь геометричної оптики. Його си-
метрiйнi властивостi прокласифiкованi в [58].
Якщо F μν = gμν, то з (1.1) одержимо нелiнiйне хвильове рiвняння

�u+G
(
u, u

1

)
= 0, (1.3)

яке широко застосовується при описаннi рiзноманiтних фiзичних процесiв.
Iнварiантнiсть рiвняння (1.3) вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алгеб-
ри Пуанкаре та конформної алгебри дослiджена в роботах [58].
Якщо F μν = (1− uαu

α)gμν + uμuμ, G = 0, то рiвняння (1.1) cпiвпадає з
рiвнянням Борна-Iнфельда

(1− uνu
ν)�u+ uμuνuμν = 0, (1.4)

яке в евклiдовому просторi узагальнює на n-вимiрний випадок рiвняння
мiнiмальних поверхонь вперше одержане Лагранжем iз варiацiйного прин-
ципу Ейлера-Лагранжа. Симетрiйнi властивостi рiвняння (1.4) дослiдженi
в роботах [7, 41, 58].
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Рiвняння (1.2)–(1.4) володiють широкими симетрiями Лi. Вони iнварiан-
тнi вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанкаре, конформної
алгебри.
У даному пiдроздiлi поставимо задачу опису всiх квазiлiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку вигляду (1.1) iнварiантних вiдносно
алгебр Пуанкаре та конформної алгебри.

Iнварiантнiсть вiдносно алгебри Пуанкаре. Розглянемо при яких
функцiях F μν , G рiвняння (1.1) iнварiантне вiдносно алгебри, оператори
якої Q1, Q2, Q3 задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Q1, Q2] = 0, [Q1, Q3] = Q2, [Q2, Q3] = Q1. (1.5)

Оскiльки рiвняння (1.1) при довiльних функцiях F μν ,G iнварiантне вiднос-
но операторiв зсувiв по незалежних змiнних, то в якостi Q1, Q2 виберемо
оператори ∂0, ∂1. Не важко переконатися, що оператор Q3, який задоволь-
няє умови (1.5) при Q1 = ∂0, Q2 = ∂1, має вигляд

Q3 = J01 = x1∂0 + x0∂1.

Надалi алгебру

〈∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1〉 (1.6)

будемо називати алгеброю Пуанкаре i позначати AP (1, 1). Справедливе
наспупне твердження.
Теорема 1.1. Рiвнянння (1.1) iнварiантне вiдносно алгебри Пуанкаре (1.6),
тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд:

f 1S1 + f 2S2 + f 3S3 + f 4 = 0, (1.7)

де

S1 = uμuνuμν = gμαgνβuαuβuμν,

S2 = uμu1−νuμν = gμαενβuαuβuμν,

S3 = �u = gμνuμν,

(1.8)
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f i = f i(u, ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = u20 − u21, i = 1, 4, μ, ν, α,
β = 0, 1, ε00 = ε11 = 0, ε01 = −ε10 = 1.
Доведення. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi. Iнфiнiте-
зимальний оператор алгебри iнварiантностi рiвняння (1.1) має вигляд

X = ξ0∂0 + ξ1∂1 + η∂u. (1.9)

Оскiльки рiвняння (1.1) iнварiантне вiдносно операторiв ∂0, ∂1, то нам за-
лишається встановити вигляд функцiй F μν , G, вимагаючи iнварiантностi
рiвняння (1.1) вiдносно оператора

X = J01 = x1∂0 + x0∂1.

a) Розглянемо випадок F 01 �= 0. Тодi, не втрачаючи загальностi, можна
вважати F 01 = 1. Умова iнварiантностi рiвняння (1.1) вiдносно оператора
(1.9) має вигляд

X̃(F 00u00 + 2u01 + F 11u11 +G)|u01=− 1
2 (F

00u00+F 11u11+G) = 0, (1.10)

де X̃ — продовження оператора X. Застосувавши формули продовження
(див. [31, 34]), одержимо друге продовження оператора X, необхiдне для
умови (1.10)

2

X= x1∂0+x0∂1−u1∂u0
−u0∂u1

−2u01(∂u00
+∂u11

)− (u00+u11)∂u01
.(1.11)

Використавши вигляд оператора (1.11) з умови (1.10) одержимо

(F 00 + F 11)(F 00u00 + F 11u11 +G)− (u1F
00
u0

+ u0F
00
u1

+ 2)u00−
−u1Gu0

− u0Gu1
= 0.

(1.12)

Оскiльки функцiї F 00, F 11, G не залежать вiд u00, i u11, то рiвнiсть (1.12)
можлива при

u1F
00
u0

+ u0F
00
u1

= F 00(F 00 + F 11)− 2,

u1F
11
u0

+ u0F
11
u1

= F 11(F 00 + F 11)− 2,

u1Gu0
+ u0Gu1

= G(F 00 + F 11).

(1.13)

21



Загальним розв’язком рiвнянь (1.13) є функцiї:

F 00 = 1+(u0+u1)
4f+(u0+u1)

2g
1−(u0+u1)4f

,

F 11 = 1+(u0+u1)
4f−(u0+u1)

2g
1−(u0+u1)4f

,

G = (u0+u1)
2ϕ

1−(u0+u1)4f
,

(1.14)

де f = f(u, ω), g = g(u, ω), ϕ = ϕ(u, ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω =

u20 − u21. Таким чином рiвняння (1.1) набуває вигляду

(1 + (u0 + u1)
4f + (u0 + u1)

2g)u00 + 2(1− (u0 + u1)
4f)u01+

+(1 + (u0 + u1)
4f − (u0 + u1)

2g)u11 + (u0 + u1)
2ϕ = 0.

(1.15)

Перепозначивши довiльнi елементи f , g, ϕ наступним чином:

f =
f 1 − f 2

ω2(f 1 + f 2)
, g = 2

2f 3 + ωf 1

ω2(f 1 + f 2)
, ϕ =

4f 4

ω2(f 1 + f 2)
,

де f i = f i(u, ω) — довiльнi гладкi функцiї, f 1+ f 2 �= 0, одержимо рiвняння
(1.7).
б) Розглянемо випадок F 01 = 0. Не втрачаючи загальностi будемо вважати
F 00 = 1. Тодi рiвняння (1.1) має вигляд

u00 + u11F
11 +G = 0. (1.16)

Згiдно критерiю Лi, дiючи другим продовженням iнфiнiтезимального опе-
ратора на рiвняння (1.16) та перейшовши на многовид рiвняння (1.16),
пiсля розщеплення по похiдним отримуємо:

F 11 = −1, u1Gu0
+ u0Gu1

= 0. (1.17)

Звiдки

G = G(u, ω). (1.18)

У цьому випадку рiвняння (1.16) є частинним випадком рiвняння (1.3) при
f 1 = 0, f 2 = 1, f 3 = 0, f 4 = G.
У випадку F 00 = F 01 = 0 не втрачаючи загальностi будемо вважати

F 11 = 1, тодi рiвняння (1.1) має вигляд

u11 +G = 0.
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Не важко переконатися, що дане рiвняння не є iнварiантним вiдносно ал-
гебри Пуанкаре (1.6).
Теорему 1.1 доведено.

Iнварiантнiсть вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре. Допов-
нимо елементи алгебри (1.6) оператором масштабних перетворень

D = x0∂0 + x1∂1 + η(x, u)∂u, (1.19)

де функцiя η(x, u) пiдлягає уточненню. Для того, щоб оператори ∂0, ∂1,
J01, D утворювали алгебру, необхiдно виконання умов комутування

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, J01] = ∂1, [∂1, J01] = ∂0,

[∂0, D] = ∂0, [∂1, D] = ∂1, [J01, D] = 0.
(1.20)

Врахувавши цi умови, одержимо:

[∂0, D] = ∂0 + η0∂u, [∂1, D] = ∂1 + η1∂u,

[J01, D] = x1η0∂u + x0η1∂u.
(1.21)

З (1.21) випливає, що η = η(u) — довiльна гладка функцiя аргументу u.
Має мiсце твердження.
Лема 1.1. Перетворення

xμ = yμ, u = Φ(w), (1.22)

де w — нова невiдома функцiя, яка залежить вiд нових змiнних y0, y1,

при довiльнiй гладкiй функцiї Φ = Φ(w) є перетворенням еквiвалентно-
стi рiвняння (1.7).

Доведення. Застосуємо перетворення (1.22) до рiвняння (1.7). В результатi
одержимо

f i(u, ω) = f i(Φ(w), Φ̇2(w)Ω),

S1(u) = Φ̇3(w)S1(w) + Φ̇(w)Φ̈(w)Ω2,

S2(u) = Φ̇(w)S2(w) + Φ̈(w)Ω,

S3(u) = Φ̇3(w)S3(w),

(1.23)
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де Ω = w2
0 − w2

1, wμ = ∂w
∂yμ
. Врахувавши формули (1.23), одержимо, що

перетворення (1.22) зводять рiвняння (1.3) до вигляду

F 1(w,Ω)S1(w) + F 2(w,Ω)S2(w) + F 3(w,Ω)S3(w) + F 4(w,Ω) = 0, (1.24)

де

F k(w,Ω) = Φ̇3(w)f k(Φ(w), Φ̇2(w)Ω), k = 1; 3,

F 4(w,Ω) = Φ̇3(w)f 4(Φ(w), Φ̇2(w)Ω)+

+Φ̈(w)Ω(Φ̇(w)Ωf 1(Φ(w), Φ̇2(w)Ω) + +f 2(Φ(w), Φ̇2(w)Ω)).

(1.25)

З вигляду рiвняння (1.24) ми бачимо, що це є рiвняння того ж класу, що й
(1.7). Це i означає, що перетворення (1.22) є перетворенням еквiвалентностi
рiвняння (1.7).
Лема 1.1 доведена.
Використавши результат леми 1.1, одержимо, що оператор

D = x0∂0 + x1∂1 + η(u)∂u, (1.26)

за допомогою перетворень (1.22) можна звести до вигляду

D = y0
∂

∂y0
+ y1

∂

∂y1
+ kw

∂

∂w
, (1.27)

де k = 0, 1. Тому надалi з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.22)
будемо вважати, що в (1.26)

η(u) = ku, k ∈ {0, 1} . (1.28)

Теорема 1.2. Рiвнянння (1.1) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри
Пуанкаре AP1(1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1, D = x0∂0 + x1∂1 + ku∂u, (1.29)

де k ∈ {0, 1}, тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд

ϕ1S1 + ωϕ2S2 + ϕ3S3 + ω2ϕ4 = 0, (1.30)

де ϕi = ϕi(u) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 4 при k = 0;

ψ1S1 + ψ2S2 + ψ3S3 +
1

u
ψ4 = 0, (1.31)
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де ψi = ψi(ω) — довiльнi гладкi функцiї, i = 1, 4 при k = 1.

Доведення. Оскiльки AP1(1, 1) ⊃ AP (1, 1), то згiдно теореми 1.1 рiвня-
ння (1.1) має вигляд (1.7). Залишається дослiдити при яких умовах рiвня-
ння (1.7) буде iнварiантне вiдносно оператора D. З умови iнварiантностi
рiвняння (1.7) вiдносно оператора D

D̃S|S=0 = 0,

де D̃ — продовження оператора D, S = f 1S1 + f 2S2 + f 3S3 + f 4, одержує-
мо систему визначальних рiвнянь для визначення невiдомих функцiй f i,
i = 1, 4:

2(k − 1)ω(f 1
ωf

2 − f 1f 2
ω) + ku(f 1

uf
2 − f 1f 2

u) + 2(k − 1)f 1f 2 = 0,

2(k − 1)ω(f 1
ωf

3 − f 1f 3
ω) + ku(f 1

uf
3 − f 1f 3

u) = 0,

2(k − 1)ω(f 1
ωf

4 − f 1f 4
ω) + ku(f 1

uf
4 − f 1f 4

u) + (3k − 4)f 1f 4 = 0,

2(k − 1)ω(f 2
ωf

3 − f 2f 3
ω) + ku(f 2

uf
3 − f 2f 3

u)− 2(k − 1)f 2f 3 = 0,

2(k − 1)ω(f 2
ωf

4 − f 2f 4
ω) + ku(f 2

uf
4 − f 2f 4

u) + (k − 2)f 2f 4 = 0,

2(k − 1)ω(f 3
ωf

4 − f 3f 4
ω) + ku(f 3

uf
4 − f 3f 4

u) + (3k − 4)f 3f 4 = 0.

(1.32)

У залежностi вiд значень k система визначальних рiвнянь (1.32) має два
суттєво рiзнi розв’язки:
1) k = 0.
Якщо f 1 �= 0, то система (1.32) буде рiвносильна наступнiй системi трьох

рiвнянь

ω(f 1
ωf

2 − f 1f 2
ω) + f 1f 2 = 0,

f 1
ωf

3 − f 1f 3
ω = 0,

ω(f 1
ωf

4 − f 1f 4
ω) + 2f 1f 4 = 0.

(1.33)

Система (1.33) замiною

ga =
f a

f 1
, a = 2, 3, 4 (1.34)

зводиться до вигляду

ωg2ω − g2 = 0, g3ω = 0, ωg4ω − 2g4 = 0. (1.35)
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Загальним розв’язком системи рiвнянь (1.35) є функцiї

g2 = ωϕ̃2(u), g3 = ϕ̃3(u), g4 = ω2ϕ̃4(u), (1.36)

де ϕ̃2, ϕ̃3, ϕ̃4 — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (1.36), (1.34) в рiв-
няння (1.7) та ввiвши перепозначення ϕa = ϕ1ϕ̃a, a = 2, 3, 4, одержимо
рiвняння (1.30).
Якщо f 1 = 0, f 3 �= 0 , то система (1.32) буде рiвносильна системi двох

рiвнянь

ω(f 2
ωf

3 − f 2f 3
ω)− f 2f 3

u = 0,

ω(f 3
ωf

4 − f 3f 4
ω) + 2f 3f 4 = 0.

(1.37)

Система (1.37) пiсля замiни

h2 =
f 2

f 3
, h4 =

f 4

f 3
(1.38)

зводиться до вигляду

ωh2ω − h2 = 0, ωh4ω − 2h4 = 0. (1.39)

Загальним розв’язком системи (1.39) є функцiї

h2 = ωϕ̃2(u), h4 = ω2ϕ̃4(u). (1.40)

Аналогiчно, як i у попередньому випадку iз формул (1.40) та (1.38) одер-
жуємо рiвняння (1.30) при ϕ1 = 0.
Якщо f 1 = f 3 = 0, f 2 �= 0, то система (1.32) буде рiвносильна рiвнянню

ω

(
f 4

f 2

)

ω

− f 4

f 2
= 0,

загальним розв’язком якого є

f 4

f 2
= ω

ϕ4(u)

ϕ2(u)
, (1.41)

де ϕ2, ϕ4 — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (1.41) в (1.7) одержимо
рiвняння (1.30) при ϕ1 = ϕ3 = 0.

2) k = 1 .
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У даному випадку система визначальних рiвнянь (1.32) для визначення
невiдомих функцiй f i рiвносильна наступнiй системi рiвнянь

f 1
uf

2 − f 1f 2
u = 0, f 1

uf
3 − f 1f 3

u = 0, u(f 1
uf

4 − f 1f 4
u)− f 1f 4 = 0. (1.42)

Якщо f 1 �= 0, то замiною

ga =
f a

f 1
, a = 2, 3, 4 (1.43)

система (1.42) зводиться до вигляду

g2u = 0, g3u = 0, ug4u + g4 = 0, (1.44)

звiдки одержуємо

g2 = ψ̃2(ω), g3 = ψ̃3(ω), g4 =
1

u
ψ̃4(ω), (1.45)

де ψ̃2(ω), ψ̃3(ω), ψ̃4(ω) — довiльнi гладкi функцiї. Bрахувавши замiну (1.43)
маємо

f 2 = f 1ψ̃2(ω), f 3 = f 1ψ̃3(ω), f 4 =
1

u
f 1ψ̃4(ω). (1.46)

Пiдставивши функцiї (1.46) у рiвняння (1.7) та ввiвши перепозначення
ψa = f 1ψ̃a, a = 2, 4 одержуємо рiвняння (1.31).
Якщо f 1 = 0, f 2 �= 0, то система (1.32) рiвносильна наступнiй системi

двох рiвнянь
(
f 3

f 2

)

u

= 0, u

(
f 4

f 2

)

u

+
f 4

f 2
= 0, (1.47)

звiдки f3

f2 = ψ̃3(ω), f4

f2 =
1
uψ̃

4(ω). Таким чином загальним розв’язком систе-
ми рiвнянь є функцiї

f 3 = f 2ψ̃3, f 4 =
1

u
f 2ψ̃4. (1.48)

Аналогiчно, як i у попередньому випадку, пiдставивши функцiї (1.48) у
рiвняння (1.7) одержуємо рiвняння (1.31) при ψ1 = 0.
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Якщо f 1 = 0, f 2 = 0, f 3 �= 0, то система (1.32) рiвносильна рiвнянню

u(

(
f 4

f 3

)

u

+
f 4

f 3
= 0,

загальний розв’язок якого має вигляд

f 4

f 3
=

1

u
· ψ

4(ω)

ψ3(ω)
, (1.49)

де ψ3, ψ4 — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставивши (1.49) у рiвняння (1.7)
одержимо рiвняння (1.31) при ψ1 = ψ2 = 0.
Випадок f 1 = f 2 = f 3 = 0 ми не розглядаємо, оскiльки при цьому

рiвняння (1.7) не буде рiвнянням другого порядку.
Теоремa 1.2 доведенa.

Iнварiантнiсть вiдносно конформної алгебри. Доповнимо алгебру
(1.29) операторами конформних перетворень

Kμ = αμν(x, u)∂ν + βμ(x, u)∂u, (1.50)

де функцiї αμν(x, u), βμ(x, u) пiдлягають уточненню, μ, ν = 0, 1. Для того,
щоб оператори (1.29) та (1.50) утворювали конформну алгебру AC(1, 1),
необхiдно виконання комутацiйних спiввiдношень:

[∂0, K0] = 2D, [∂1, K0] = 2J01, [D,K0] = K0; (1.51)

[∂0, K1] = 2J01, [∂1, K1] = 2D, [D,K1] = K1; (1.52)

[J01, K0] = K1, [J01, K1] = K0, [K0, K1] = 0. (1.53)

З умов (1.51) одержимо

α0ν
0 = 2xν, α0ν

1 = 2x1δ0ν + 2x0δ1ν, xμα
0ν
μ + kuα0ν

u = 2α0ν,

β0
0 = 2ku, β0

1 = 0, xμβ
0
μ + kuβ0

u = (k + 1)β0.
(1.54)

Загальним розв’язком системи (1.54) є функцiї

α0ν = 2x0(x0δ0ν + x1δ1ν)− x2δ0ν + ψ0ν(u),

β0 = 2kx0u+ h0(u),
(1.55)
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де x2 = x20 − x21, ψ0ν(u) i h0(u) — функцiї, якi є розв’язками наступних
рiвнянь

kuψ̇0ν = 2ψ0ν, kuḣ0 = (k + 1)h0. (1.56)

Аналогiчно iз спiввiдношень (1.52) знаходимо

α1ν = 2x1(x0δ0ν + x1δ1ν) + x2δ1ν + ψ1ν(u),

β1 = 2kx1u+ h1(u),
(1.57)

де ψ1ν(u) i h1(u) — розв’язки рiвнянь

kuψ̇1ν = 2ψ1ν, kuḣ1 = (k + 1)h1. (1.58)

Якщо k = 0, то з (1.56), (1.58) випливає, що

ψ0ν = ψ1ν = h0 = h1 = 0.

Тодi

K0 = 2x0xν∂ν − x2∂0, K1 = 2x1xν∂ν + x2∂1. (1.59)

Неважко переконатися, що оператори (1.59) умови (1.53) задовольняють
тотожньо.
Якщо k = 1, то з (1.56), (1.58) знаходимо

ψ0ν = c0νu
2, ψ1ν = c1νu

2, hν = cνu
2, (1.60)

де cμν , cν — довiльнi сталi. Тoдi

K0 = 2x0(xν∂ν + u∂u)− x2∂0 + u2(c0ν∂ν + c0∂u),

K1 = 2x1(xν∂ν + u∂u) + x2∂1 + u2(c1ν∂ν + c1∂u).
(1.61)

Пiдставивши оператори (1.61) в умови (1.53), одержимо

c11 = −c00 = m, c10 = c01 = cν = 0, (1.62)

де m — довiльна стала. Врахувавши (1.62), остаточно одержимо, що опе-
ратори конформних перетворень мають вигляд

K0 = 2x0D − (x2 −mu2)∂0, K1 = 2x1D + (x2 −mu2)∂1. (1.63)
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Таким чином, доповнивши розширену алгебру Пуанкаре AP1(1, 1) опеpа-
торами конформних перетворень отримали два суттєво рiзнi зображення
конформної алгебри AC(1, 1):

∂0, ∂1, J01, D = x0∂0 + x1∂1, Kμ = 2xμD − x2∂μ; (1.64)

∂0, ∂1, J01, D = x0∂0 + x1∂1 + u∂u,

Kμ = 2xμD − (x2 −mu2)∂μ,
(1.65)

де m — довiльна стала, μ = 0, 1.

Зауваження. Перетворення еквiвалентностi рiвняння (1.7)

xμ → xμ, u→ θu, (1.66)

де θ = 1√
|m| , алгебру (1.65) зводять до того ж вигляду, але при цьому

m = 0,±1. Тому надалi будемо вважати, що m ∈ {−1, 0, 1}.
Дослiдимо при яких функцiях F μν, G рiвняння (1.1) конформноiнварi-

антне. Результатом цих дослiджень є наступнi твердження.

Теорема 1.3. Рiвнянння (1.1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами (1.64), тодi i
тiльки тодi, коли воно з точнiстю до перетворень (1.22) еквiвалентне
рiвнянню

�u = 0. (1.67)

Доведення. Визначимо, коли рiвняння (1.1) буде iнварiантне вiдносно
конформної алгебри AC(1, 1), базиснi елементи якої задаються оператора-
ми (1.64). ОскiлькиAC(1, 1)мiстить розширену алгебру ПуанкареAP1(1, 1),
то, як випливає iз теореми 1.2, рiвняння (1.1) має вигляд (1.30). Знайдемо
функцiї ϕa, при яких рiвняння (1.30) буде iнварiантне вiдносно алгебри
AC(1, 1). Застосувавши критерiй iнварiантностi, отримаємо систему визна-
чальних рiвнянь для визначення невiдомих функцiй ϕa

ϕ1 = 0, ϕ2 = 0. (1.68)
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Таким чином рiвняння (1.30) iнварiантне вiдносно конформної алгебри,
базиснi елементи якої задаються операторами (1.64), тодi iтiльки тодi, коли
воно має наступний вигляд

ϕ3(u00 − u11) + ωϕ4 = 0. (1.69)

Не втрачаючи загальностi можна вважати ϕ3 = 1. Перетворенння (1.22)
при Φ =

∫
du∫
ϕ4du

рiвняння (1.69) зводить до рiвняння (1.67).
Теорема 1.3 доведена.

Теорема 1.4. Рiвняння (1.1) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 1), базиснi елементи якої задаються операторами (1.65), тодi i
тiльки тодi, коли воно з точнiстю до перетворень (1.22) еквiвалентнe
при m = 0 рiвнянню Лiувiлля

�w = λ1e
w; (1.70)

при m = 1 рiвнянню

(1− uμu
μ)�u+ uμuνuμν =

2

u
(1− uμu

μ)(1 + λ2
√

|1− uαuα|); (1.71)

при m = −1 рiвнянню

−(1 + uμu
μ)�u+ uμuνuμν =

2

u
(1 + uμu

μ)(1 + λ3
√
|1 + uαuα|), (1.72)

де λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi.
Доведення. Згiдно теореми 1.2 рiвняння (1.1) iнварiантне вiдносно роз-
ширеної алгебри Пуанкаре , базиснi елементи якої задаються операторами
(1.31) при k = 1 тодi i тiльки тодi, коли воно має вигляд (1.31). З’ясуємо
вигляд функцiй ψa, a = 1, 4, при яких рiвняння (1.31) iнварiантне вiдносно
операторiв конформних перетворень K0, K1. Запишемо iнфiнiтезимальний
оператор у виглядi

X = bμKμ =
(−bμ(x2 −mu2) + 2xμbx

)
∂μ + 2bxu∂u, (1.73)

де bμ — сталi. Оператор, продовжений для оператора (1.73) має вигляд

X̃ = ξμ∂μ + η∂u +
μη∂uμ

+ μνη∂uμν
+ ..., (1.74)
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де

ξμ = −bμ(x2 −mu2) + 2xμbx, η = 2bxu,
μη = 2(u− xtut)b

μ + 2btut(x
μ −muuμ),

μνη = −2bxuμν + 2btut (g
μν −m(uμuν + uuμν))−

−2mubt(uνuμt + uμuνt) + 2(btx
ν − bνxt)uμt + 2(btx

μ − bμxt)uνt.

(1.75)

Подiявши продовженим оператором (1.74) на рiвняння (1.31) одержимо

X̃S = 2uα αη
(
ψ̇1uμuνuμν + ψ̇2uμu1−νuμν + ψ̇3�u+ 1

uψ̇
4
)
−

− 1
u2ηψ

4 + ψ1 (uμ ν,η + uν μ,η) uμν + ψ2
(
uμ 1−ν,η + u1−ν

μ,η
)
uμν+

+
(
ψ1uμuν + ψ2uμu1−ν + ψ3gμν

)
μνη.

(1.76)

Пiдставивши (1.75) в (1.76) отримаємо

X̃S = −2bxS + 4(b0x1 − b1x0)ψ
2uμuνuμν−

−6mubtut
(
S − 2

3ψ
3�u− 1

uψ
4
)
+

+2bt (1−muνu
ν) (2uuμuμt + utuμu

μ)ψ1+

+2ubt
(
uμuμ1−t + u1−νuνt +muμu

μu1−νuνt
)
ψ2+

+4bt
(
(1− m

2 uμu
μ)ut −muuμuμt

)
ψ3+

+4ubtut(1−muαu
α)
(
ψ̇1uμuνuμν + ψ̇2uμu1−νuμν + ψ̇3�u+ 1

u
ψ̇4
)
.

(1.77)

Оскiльки змiннi x0, x1 присутнi лише в другому доданку формули (1.77),
то звiдси випливає, що

ψ2 = 0.

Таким чином рiвняння (1.1) має вигляд

ψ1uμuνuμν + ψ3�u +
1

u
ψ4 = 0. (1.78)

Можливi наступнi нееквiвалентнi випадки:

ψ1 = 0, ψ3 = 1; (1.79)

ψ1 = 1. (1.80)

Розглянемо кожний iз цих випадкiв окремо.
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У випадку (1.79) рiвняння (1.1) має вигляд

�u+ 1

u
ψ4 = 0. (1.81)

Тодi

X̃S = −2bxS − 6mubtutS + 4mubt
(
S + 1

2uψ
4
)
+

+4bt
(
(1− m

2 uμu
μ)ut −muuμuμt

)
+ 4ubtut(1−muαu

α) 1uψ̇
4.

(1.82)

Звiдси випливає, що m = 0 i

ψ̇4 + 1 = 0. (1.83)

Тобто ψ4 = λ1

2
− ω, λ1 — стала. Отже, рiвняння (1.1) має вигляд

�u+ 1

u

(
λ1
2

− uμu
μ

)
= 0. (1.84)

Рiвняння (1.84) замiною u = e−
w
2 зводиться до рiвняння Лiувiлля (1.70).

Таким чином перший пункт теореми доведений.
Розглянемо випадок (1.80). Рiвняння (1.1), як випливає з (1.8), (1.31) у

даному випадку має вигляд

S ≡ uμuνuμν + ψ3�u +
1

u
ψ4 = 0. (1.85)

Тодi

X̃S = −2(bx− 3mubtut)S − 4ubt
(
m(ψ3 + ω)− 1

)
uμuμt−

−4btut

(
m(ωψ̇3 − ψ3) + 1

)
u�u+ 4btut

(
(1−mω)ψ̇4 + 3

2
mψ4+

+ (1− m
2 ω)ψ

3 + 1
2ω(1−mω)

)
.

(1.86)

Звiдки одержуємо

m(ωψ̇3 − ψ3) + 1 = 0, (1.87)

m(ψ3 + ω)− 1 = 0, (1.88)

(1−mω)ψ̇4 +
3m

2
ψ4 + (1− m

2
ω)ψ3 +

1

2
ω(1−mω) = 0. (1.89)
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З рiвняння (1.88), (1.87) випливає, що m �= 0 та

ψ3 =
1

m
− ω. (1.90)

Якщо (1.90) пiдставити в (1.89), то одержимо

(1−mω)ψ̇4 +
3m

2
ψ4 +

1

m
− ω = 0. (1.91)

Загальним розвязком рiвняння (1.91) є функцiя

ψ4 = − 2

m

(
1

m
− ω

)(
1 + λ

√∣∣∣∣
1

m
− ω

∣∣∣∣
)
. (1.92)

де λ — довiльна стала. Остаточний вигляд рiвняння (1.85) такий

( 1
m − uαu

α)�u+ uμuνuμν =

= 2
mu(

1
m − uαu

α)(1 + λ
√∣∣ 1

m − uβuβ
∣∣). (1.93)

Рiвняння (1.93) при m = 1 та λ = λ2 спiвпадає з рiвнянням (1.71), а при
m = −1, λ = λ3 — з рiвнянням (1.72).
Теорема 1.4 доведена.

1.2. Конформна iнварiантнiсть рiвнянь, якi
описують процеси електродинамiки

При описаннi процесiв електродинамiки використовується рiвняння

ΠμΠ
μu = 0, (1.94)

де Πμ = ∂μ − eAμ, e — стала, Aμ = Aμ(x), u = u(x) — довiльнi глад-
кi функцiї, x = x(x0, x1, x2, x3), μ = 0, 3. Пiдняття та опускання iндексу
здiйснюється за допомогою метричного тензору gμν. Таким чином рiвнян-
ня (1.94) має вигляд

�u− 2eAμuμ − eu∂μAμ + e2uAμA
μ = 0. (1.95)
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Максимальна алгебра iнварiантностi рiвняння (1.95) є алгебра

∂μ, Iμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + Sμν , D = xμ∂μ − Aμ∂Aμ,

Kμ = 2xμD − x2∂μ + 2xνSμν +
2
e∂Aμ,

Q∞ = a(x)u∂u +
1
eaμ(x)∂Aμ,

(1.96)

де a(x) — довiльна гладка функцiя,

Sμν = Aμ∂Aν −Aν∂Aμ, μ, ν = 0, 3. (1.97)

Узагальнимо рiвняння (1.95) наступним рiвнянням

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0, (1.98)

де F a = F a(u) — довiльнi гладкi функцiї одночасно не рiвнi нулю, a = 1, 3.
Зауважимо, що рiвняння (1.98) замiною

Aμ → ψ(u)Bμ (1.99)

зводиться до еквiвалентного рiвняння

�u+ Φ1(u)Bμuμ + Φ2(u)∂μBμ +Φ3(u)BμB
μ = 0,

де Φa, Bμ — довiльнi гладкi функцiї, причому Φ1 = ψF 1 + ψ̇F 2, Φ2 = ψF 2,
Φ3 = ψ2F 3. Отже, перетворення (1.99) є перетвореннями еквiвалентностi
рiвняння (1.98).
Розглянемо задачу знайти такi функцiї F a, при яких рiвняння (1.98)

з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.99) iнварiантне вiдносно ал-
гебри Пуанкаре та її розширень операторами масштабних та конформних
перетворень. Результати класифiкацiї сформулюємо у виглядi наступних
тверджень.

Теорема 1.5. Ядром алгебри Лi основної групи iнварiантностi рiвняння
(1.98) є алгебра

Aker =

〈
∂μ =

∂

∂xμ
, Iμν = xμ∂

ν − xν∂
μ + Sμν, D = xμ∂μ −Aμ∂Aμ

〉
,(1.100)
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де Sμν задаються формулами (1.97).

Доведення. Визначимо ядро симетрiї рiвняння (1.98), тобто знайдемо
максимальну алгебру iнварiантностi рiвняння (1.98) при довiльних функцi-
ях F a. Для доведення теореми використаємо алгоритм Лi. Iнфiнiтезималь-
ний оператор алгебри iнварiантностi рiвняння (1.98) має вигляд:

X = ξμ(x, u, A)∂μ + η(x, u, A)∂u + ημ(x, u, A)∂Aμ, (1.101)

μ = 0, 3. З умови iнварiантностi

X̃S |S=0= 0, (1.102)

де X̃ — продовження оператора X, S — лiва частина рiвняння (1.98), одер-
жуємо систему визначальних рiвнянь для визначення координат операто-
ра (1.101) та функцiй F a:

ξμu = 0, ξμAν = 0, ξμ,ν + ξν,μ = 2gμνξ00 ,

ηAμ = 0, ηuu = 0, ημAνAγ = 0;
(1.103)

gμνηḞ 2 + (gμν(2ξ00 − ηu) + gνσησAμ − gμσξνσ)F
2 = 0,

gμνAμηḞ 1 + ((2gμνξ00 − gμσξνσ)A
μ + gμνημ)F 1 + gμνημuF

2+

+2gνσησu −�ξν = 0,

gμνAμAνηḞ 3 + (gμνAμAν(2ξ00 − ηu) + 2gμνAνημ)F 3 + gμνημνF
2+

+gμνηνA
μF 1 +�η = 0.

(1.104)

Розв’язуючи рiвняння (1.103) визначальної системи, одержимо

ξμ = −bμx2 + xμ(2bx+ æ) + cμνx
ν + dμ,

η = a(x)u+ p(x),

ημ = ανμ(x, u)Aν + βμ(x, u),

(1.105)

де bμ, æ, cμν , dμ — довiльнi сталi, причому cμν = −cνμ, a(x), p(x), αμν(x, u),
βμ(x, u) — довiльнi гладкi функцiї. Пiдставииши ημ в рiвняння (1.104) та
розщепивши по степеням функцiй Aμ, маємо

gμνηḞ 1 + (2gμνξ00 − gμσξνσ + gνσαμσ)F 1 + gσναμσ
u F 2 = 0,

gμνηḞ 2 + (2gμνξ00 − gμσξνσ + gνσαμσ − gμνηu)F
2 = 0,

gμνηḞ 3 + (2gμνξ00 + gνσαμσ + gμσανσ − gμνηu)F
3 = 0;

(1.106)
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gμνηνF
1 + gνσαμν

σ F
2 + 2gμνβνF 3 = 0,

gμνβνF 1 + gμνβμ
uF

2 = �ξμ − 2gμνaν ,

gμνβμ
νF

2 = −�η.
(1.107)

При довiльних функцiях F a системи (1.106), (1.107) задовольняються лише
при наступних умовах:

�ξμ = 0, η = 0, βν = 0, ανμ
σ = 0,

2gμνξ00 − gμσξνσ + gνσαμσ = 0,

2gμνξ00 + gνσαμσ + gμσανσ = 0.

(1.108)

Загальним розв’язком системи (1.108) є функцiї

ξμ = æxμ + cμνx
ν + dμ, η = 0, ημ = æAμ + cμνAν. (1.109)

Iнфiнiтезимальний оператор (1.101) з координатами (1.109) породжує роз-
ширену алгебру Пуанкаре, базиснi елементи якої мають вигляд (1.100).
Теорема 1.5 доведена.
Поставимо задачу визначити при яких функцiях F a вiдбувається роз-

ширення ядра симетрiї (1.100), розширеною алгеброю Пуанкаре AP1(1, 3)

та конформною алгеброю AC(1, 3).

Теорема 1.6 Якщо рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно розширеної ал-
гебри Пуанкаре AP1(1, 3), то її базиснi елементи з точнiстю до перетво-
рень еквiвалентностi (1.99) мають вигляд

∂μ, Iμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + Sμν ,

D = xμ∂μ + (nu+m)∂u − Aμ∂Aμ,
(1.110)

де n, m — довiльнi сталi, Sμν задаються формулами (1.97).

Теорема 1.7. Якщо рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно конформної ал-
гебри AC(1, 3), то її базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквi-

37



валентностi (1.99) мають вигляд

∂μ, Iμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + Sμν,

D = xμ∂μ + (nu+m)∂u −Aμ∂Aμ,

Kμ = 2xμD − x2∂μ + 2xνSμν + kμσνf(u)A
ν∂Aσ + hμν∂Aν ,

(1.111)

де Sμν задаються формулами (1.97), hμν =

{
hμν(u), n = m = 0,

hμν, |n|+ |m| �= 0,

f(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, n = m = 0,

eu, n = 0, m = 1,

u, n �= 0, m = 0,

hμν(u) — довiльнi гладкi функцiї, hμν, kμνσ —

довiльнi сталi.

Доведення теорем 1.6, 1.7 проведемо одночасно. Якщо рiвняння (1.98)
iнварiантне вiдносно алгебри ПуанкареAP (1, 3), то з системи визначальних
рiвнянь (1.103) випливає, що елементи даної алгебри мають вигляд

∂μ, Jμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + (aμν(x)u+ pμν(x)) ∂u+

+(αμνγσ(x, u)Aγ + βμνσ(x, u))∂Aσ ,
(1.112)

де aμν , pμν, αμνγσ, βμνσ — довiльнi гладкi функцiї, якi визначаються iз умов
комутування

[∂μ, ∂ν] = 0, [∂μ, Jνγ] = gμν∂γ − gμγ∂ν ,

[Jμν, Jγσ] = gμσJνγ + gνγJμσ − gμγJνσ − gνσJμγ.
(1.113)

Iз комутацiйних спiввiдношень

[∂μ, Jνγ] = gμν∂γ − gμγ∂ν + (aνγ,μ(x)u+ pνγ,μ(x)) ∂u+

+
(
ανγθσ,μ(x, u)Aθ + βνγσ,μ(x, u)

)
∂Aσ = gμν∂γ − gμγ∂ν

випливає, що ∂μaνγ = ∂μpνγ = ∂μανγθσ = ∂μβνγσ = 0. Таким чином
aνγ = aνγ , p

νγ = pνγ, де aνγ , pνγ — довiльнi сталi, ανγθσ = ανγθσ(u), βνγσ =

ανγθσ(u) — довiльнi гладкi функцiї. Отже, оператор Jμν має вигляд

Jμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + (aμνu+ pμν) ∂u + (αμνγσ(u)Aγ + βμνσ(u)) ∂Aσ .
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Вимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень для операторiв Jμν,
Jγσ, одержимо

gμσpνγ + gνγpμσ − gμγpνσ − gνσpμγ = 0,

gμσaνγ + gνγaμσ − gμγaνσ − gνσaμγ = 0;
(1.114)

(aμνu+ pμν)α̇
γσεθ − (aγσu+ pγσ)α̇

μνεθ − αμντθαγσετ+

+αμνεταγστθ = gμσανγεθ + gνγαμσεθ − gμγανσεθ − gνσαμγεθ;
(1.115)

(aμνu+ pμν)β̇
γσθ − (aγσu+ pγσ)β̇

μνθ − αμντθβγστ+

+αγστθβμντ = gμσβνγθ + gνγβμσθ − gμγβνσθ − gνσβμγθ.
(1.116)

Не важко переконатися, що виконання умов (1.114) можливе лише при
pμν = aμν = 0, тодi рiвняння (1.115), (1.116) перепишуться наступним
чином

−αμντθαγσετ + αμνεταγστθ =

= gμσανγεθ + gνγαμσεθ − gμγανσεθ − gνσαμγεθ;
(1.117)

−αμντθβγστ + αγστθβμντ =

= gμσβνγθ + gνγβμσθ − gμγβνσθ − gνσβμγθ.
(1.118)

Отже, зображення оператора Jμν має вигляд

Jμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + (αμνγσ(u)Aγ + βμνσ(u)) ∂Aσ .

Вимагаючи iнварiантнiсть рiвняння (1.98) вiдносно алгебри Пуанкаре
AP (1, 3), iз системи (1.104), отримаємо

gνσησAμ = gμσξνσ,

звiдки, враховуючи (1.105), одержимо

αμνγσ = gμγδνσ − gνγδμσ. (1.119)

Тодi з системи рiвнянь (1.118) одержимо

βμνγ = 0. (1.120)
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Враховуючи (1.120), (1.119), знаходимо зображення операторiв Jμν :

Jμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + (gμγδνσ − gνγδμσ)A
γ∂Aσ.

Базиснi елементи алгебри Пуанкаре (1.112) доповненi операторами мас-
штабних перетворень

D = xμ∂μ + (N(x)u+M(x))∂u + (ϕμν(x, u)Aν + ψμ(x, u))∂Aμ (1.121)

при умовах

[∂μ, D] = ∂μ, [Jμν, D] = 0 (1.122)

утворюють розширену алгебру Пуанкаре

AP1(1, 3) = 〈∂μ, Jμν, D〉 . (1.123)

Зауважимо, що зображення оператора (1.121) є самим загальним в класi
операторiв, координати яких задовольняють визначальнi рiвняння (1.103).
У даному випадку, використовуючи комутацiйнi спiввiдношення (1.122),
одержимо

[∂μ, D] = ∂μ + (Nμ(x)u+Mμ(x)) ∂u +
(
ϕγν
μ (x, u)Aν + ψγ

μ(x, u)
)
∂Aγ = ∂μ,

тобто Nμ = Mμ = ϕγν
μ = ψγ

μ = 0. Таким чином N(x) = n,M(x) = m, де
n, m — довiльнi сталi, ϕγν = ϕγν(u), ψγ = ψγ(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Отже,

D = xμ∂μ + (nu+m)∂u + (ϕμν(u)Aν + ψμ(u))∂Aμ.

З комутацiйних спiввiдношень
[Jμν, D] =

(
αμνγσAγϕθσ − (ϕεγAγ + ψε)αμνεθ

)
∂θ = 0

приходимо до висновку, що

αμνεθϕεγ − αμνγσϕθσ = 0,

αμνεθψε = 0.
(1.124)

З рiвнянь (1.124) випливає, що

ϕμν = k(u)δμν,

ψμ = 0.
(1.125)
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Таким чином зображення оператора D має вигляд

D = xμ∂μ + (nu+m)∂u + k(u)Aν∂Aν . (1.126)

З точнiстю до перетворень (1.99) оператор (1.126) еквiвалентний оператору

D = xμ∂μ + (nu+m)∂u − Aν∂Aν .

Елементи розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3), доповненi операто-
рами конформних перетворень

Kμ = 2xμD − x2∂μ + (Lμ(x)u+ P μ(x))∂u + (Gμσν(x, u)Aν +Hμσ(x, u))∂Aσ

при умовах

[∂μ, Kν] = 2(gμνD − Jμν), [Kμ, Jνγ] = gμνKγ − gμγKν,

[D,Kμ] = Kμ, [Kμ, Kν] = 0
(1.127)

утворюють конформну алгебру

AC(1, 3) = 〈∂μ, Jμν, D, Kμ〉 . (1.128)

Зауважимо, що зображення операторiв Kμ є самим загальним в класi опе-
раторiв, координати яких задовольняють визначальнi рiвняння (1.103). Bи-
магаючи виконання комутацiйних спiввiдношень мiж операторами ∂μ, Kν,
отримаємо

Lν
μ = 0, P ν

μ = 0, Gνσγ
μ = 2(δμγδνσ − gνγgμσ), Hνσ

μ = 0. (1.129)

Розв’язком системи рiвнянь (1.129) є функцiї

Lν = lν, P ν = pν,

Gνσγ = 2(gμγδνσ − gνγδμσ)x
μ + kνσγ(u), Hνσ = hνσ(u),

(1.130)

де lν, pν — довiльнi сталi, hνσ(u), kνσγ(u) — довiльнi гладкi функцiї. Врахо-
вуючи (1.130) одержимо зображення операторiв конформних перетворень
Kν = 2xνD−x2∂ν+(lνu+pν)∂u+

(
(2(gμγδνσ − gνγδμσ)x

μ + kνσθ)Aθ + hνσ
)
∂Aσ .
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Вимагаючи виконання комутацiйних спiввiдношень (1.127) для операто-
рiв розширеної алгебри Пуанкаре та операторiв конформних перетворень,
одержимо умови, яким повиннi задовольняти функцiї kμσθ, hμσ:

(nu+m)k̇μσθ − kμσθ = 0,

(nu+m)ḣμσ = 0,

pμ = 0, lμ = 0.

(1.131)

При розв’язуваннi системи рiвнянь (1.131) виникають три суттєво рiзнi ви-
падки:
1. Якщо n = m = 0, тодi kμσθ = 0, hμσ = hμσ(u) — довiльнi функцiї i
D = xμ∂μ − Aμ∂Aμ,

Kν = 2xνD − x2∂ν + 2(gμγδνσ − gνγδμσ)x
μAγ∂Aσ + hνσ(u)∂Aσ.

2. При n = 0, m �= 0, маємо kμσθ(u) = kμσθe
u, hμσ(u) = hμσ, kμσθ, hμσ —

довiльнi сталi. Таким чином
D = xμ∂μ + ∂u − Aμ∂Aμ,

Kν = 2xνD − x2∂ν + ((2(gμγδνσ − gνγδμσ)x
μ + kνσγe

u)Aγ + hνσ)∂Aσ.

3. Коли n �= 0, m = 0, то розв’язком системи рiвнянь є функцiї kμσθ = kμσθu,

hμσ(u) = hμσ, kμσθ, hμσ — довiльнi сталi. Отже, оператори D i Kν мають
вигляд
D = xμ∂μ + u∂u −Aμ∂Aμ,

Kν = 2xνD − x2∂ν + ((2(gμγδνσ − gνγδμσ)x
μ + kνσγu)A

γ + hνσ) ∂Aσ .

Таким чином, якщо рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно розширеної
алгебри Пуанкаре AP1(1, 3), то її базиснi елементи мають вигляд (1.110);
якщо рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно конформнї алгебри AC(1, 3), то
її базиснi елементи мають вигляд (1.111).
Теореми 1.6, 1.7 доведено.
Теореми 1.6, 1.7 є лише необхiдною умовою iнварiантностi рiвняння

(1.98) вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3) та конформної ал-
гебри AC(1,3), оскiльки в них одержано лише зображення даних алгебр,
але не вказано вигляд нелiнiйностей F a. Вигляд цих функцiй, при яких
рiвняння (1.98) буде конформно-iнварiантним, визначається в наступних
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твердженнях.

Теорема 1.8. Рiвняння (1.98) з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi (1.99) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3),
базиснi елементи якої задаються операторами:

∂μ, Iμν = xμ∂
ν − xν∂

μ + Sμν, D = xμ∂μ + (nu+m)∂u −Aμ∂Aμ, (1.132)

де |m| + |n| �= 0, Sμν задаються формулами (1.97), тодi i тiльки тодi,
коли
1.F a = λa, де λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, причому n = 0, m �= 0.
2.F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, причому n �= 0, m = 0.

Доведення. Визначимо, коли рiвняння (1.98) буде iнварiантне вiдносно
розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 3). З теореми 1.6 випливає, що, якщо
рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре, то її
базиснi елементи з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.99) мають
вигляд (1.110). Знайдемо функцiї F a, при яких рiвняння (1.98) буде iнва-
рiантне вiдносно даної алгебри.
Пiдставивши координати iнфiнiтезимального оператора

ξμ = cμνx
ν + æxμ + dμ, η = æ(nu+m)δμνA

ν, ημ = (cμν − æ)δμνA
μ,

де cμν = −cνμ, æ, dμ — довiльнi сталi, в систему визначальних рiвнянь
(1.106), (1.107), пiсля спрощень отримаємо наспупну систему диференцi-
альних рiвнянь:

(nu+m)Ḟ 1 = 0, (nu+m)Ḟ i − nF i = 0, i = 2, 3. (1.133)

З вигляду рiвнянь системи (1.133) випливає, що її розв’язки залежать вiд
значень сталих n i m.
При n = 0, m �= 0 система диференцiальних рiвнянь (1.133) набуває

вигляду

Ḟ a = 0, a = 1, 3. (1.134)
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Розв’язавши рiвняння (1.134), одержуємо F a = λa, λa — довiльнi сталi,
a = 1, 3. Даний результат спiвпадає з пунктом 1 теореми 1.8.
У випадку n �= 0, m = 0 система (1.133) має вигляд

Ḟ 1 = 0,

uḞ i = F i, i = 2, 3.
(1.135)

Розв’язком даної системи є функцiї F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, де
λa — довiльнi сталi, a = 1, 3. Таким чином одержали функцiї пункту 2
теореми 1.8.
Якщо n �= 0, m �= 0, то iз системи рiвнянь (1.133) маємо F 1 = λ1,

F 2 = λ2(nu +m), F 3 = λ3(nu +m). Не важко переконатися, що замiною
u = w− m

n даний випадок зводиться до результату у випадку n �= 0, m = 0.
Теорему 1.8 доведено.

Зауваження. У теоремi 1.8 накладена умова |m| + |n| �= 0, оскiльки
випадок n = m = 0 розглянутий в теоремi 1.5.

Теорема 1.9. Рiвняння (1.98) з точнiстю до перетворень еквiвалентно-
стi (1.99) iнварiантне вiдносно конформної алгебри AC(1, 3), базиснi еле-
менти якої задаються операторами (1.111), тодi i тiльки тодi, коли
1. F 1, F 2 — довiльнi гладкi функцiї, F 3 = F 1F 2

2 , причому n = m = 0,
hμν(u) = − 4

F 1δμν, kμσν = 0.
2. F a = λa, λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ1 �= 0, причому n = 0,
m = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1

, hμν(u) = − 4
λ1
δμν, kμσν = 0.

3. F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u, λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ21−4λ3 �= 0,
причому m = 0, n = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1−4λ3

, hμν(u) = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

δμν, kμσν = 0.
4. Рiвняння (1.98) спiвпадає з рiвнянням (1.95), причому m = 0, n ∈ R,
hμν(u) = 2

e
(n+ 1)δμν, kμσν = 0.

Доведення. Якщо рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно конформної алгеб-
ри, то, як показано в теоремi 1.7, базиснi елементи даної алгебри з точнiстю
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до перетворень еквiвалентностi (1.99) мають вигляд (1.111). Для кожного з
отриманих в теоремi 1.7 зображень конформної алгебри знайдемо функцiї
F a, при яких рiвняння (1.98) буде iнварiантне вiдносно даної алгебри.
Оскiльки конформна алгебраAC(1, 3) мiстить у собi розширену алгебру

Пуанкаре AP1(1, 3), то використаємо результати теорем 1.5, 1.8.
Розглянемо зображення конформної алгебри при n = 0, m = 0. У

даному випадку згiдно теореми 1.8 F a = F a(u) — довiльнi функцiї, a = 1, 3.
Пiдставивши координати iнфiнiтeзимального оператора

ξμ = −bμx2 + (2bx+ æ)xμ + cμνx
ν + dμ, η = 0,

ημ = (cμγ − (2bx+æ)δμγ + 2bγx
μ − 2bμxγ)A

γ + bαhαμ,
(1.136)

де bμ, æ, cμν = −cνμ, dμ — довiльнi сталi, у систему визначальних рiвнянь
(1.106), (1.107) отримаємо

hμν = − 4

F 1
δμν, F 3 =

1

2
F 1F 2. (1.137)

Таким чином рiвняння (1.98) iнварiантне вiдносно конформної алгебри
AC(1, 3), оператори якої мають зображення (1.111) при n = 0, m = 0,
має вигляд

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ +
1

2
F 1(u)F 2(u)AμA

μ = 0.

Перший пункт теореми доведено.
Якщо n = 0,m �= 0, то координати iнфiнiтeзимального оператора мають

вигляд

ξμ = −bμx2 + (2bx+ æ)xμ + cμνx
ν + dμ, η = m(2bx+æ),

ημ = (cμγ − (2bx+æ)δμγ + 2bγx
μ − 2bμxγ + bσkμσγe

u
m )Aγ+

+bαhαμ(u).

(1.138)

Згiдно теореми 1.8 функцiї F a = λa. Пiдставивши функцiї ξμ, η, ημ, ημ, F a у
систему визначальних рiвнянь (1.106), (1.107), одержимо наступну систему
рiвнянь для визначення hμν , kμσγ :

λ3h
σμ = −(λ1m+ 2λ2)δσμ, λ1h

σμ = −4δσμ, kμσγ = 0. (1.139)
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Iз умов (1.139) випливає, що λ1 �= 0, m = 2(2λ3−λ1λ2)
λ2
1

, hσμ = − 4
λ1
δμσ, тобто

одержуємо результат пункту 2 теореми 1.9.
Нехай n �= 0, m = 0, тодi згiдно теореми 1.8 F 1 = λ1, F 2 = λ2u,

F 3 = λ3u.
Якщо n �= 0,m = 0, то координати iнфiнiтeзимального оператора мають

вигляд

ξμ = −bμx2 + (2bx+ æ)xμ + cμνx
ν + dμ, η = n(2bx+æ)u,

ημ = (cμγ − (2bx+ æ)δμγ + 2bγx
μ − 2bμxγ + bνkνμγu)A

γ + bαhαμ,
(1.140)

У даному випадку iз системи визначальних рiвнянь (1.106), (1.107) одер-
жимо

λ1h
μν = −4(n+ 1)δμν, λ3h

μν = −4(nλ1 + 2λ2)δμν, kνμγ = 0, (1.141)

звiдки випливає, що
a) якщо λ1 = 0, λ3 �= 0, то n = −1, hμν = −2λ2

λ3
δμν;

б) у випадку λ1 �= 0, λ3 = 0 маємо n = −2λ2

λ3
, hμν = −4(n+1)

λ1
δμν;

в) при λ1 �= 0, λ3 �= 0 отримуємо, що n = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1−4λ3

, hμν = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

δμν,
λ21 − 4λ3 �= 0.
Об’єднавши випадки а, б, в, одержимо пункт 3 теореми 2.9.
Якщо, λ21 − 4λ3 = 0, то hμν = 2(n+1)

λ2
δμν, причому у цьому випадку

λ1 = 2λ2, λ3 = λ22, тобто рiвняння (1.98) має вигляд (1.95) при λ2 = −e.
Теорему 1.9 доведено.
Узагальнимо рiвняння (1.95) системою рiвнянь

�u+ F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = Ψμ(u, A),

(1.142)

де F a = F a(u), Ψμ = Ψμ(u, A) — довiльнi гладкi функцiї, F a функцiї,
одночасно не рiвнi нулю, a = 1, 3, μ = 0, 3.
В роботi [35] дослiджена задача, при яких F a,Ψμ система (1.142) iнва-

рiантна вiдносно алгебри AP1(1, 3). В роботi [62] встановлена конформна
iнварiантнiсть системи рiвнянь електродинамiки у випадку спiнорного i
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векторного полiв. Знайдемо такi функцiї F a,Ψμ, при яких система (1.142) є
iнварiантною вiдносно конформної алгебри AC(1, 3). Справедливе наступ-
не твердження.

Теорема 1.10. Система диференцiальних рiвнянь (1.142) iнварiантна
вiдносно конформної алгебри AC(1,3), базиснi елементи якої задаються
операторами вигляду (1.111), тодi i тiльки тодi, коли вона еквiвалентна
однiй iз наступних систем

�u + 2λ1A
μuμ + λ1u∂

μAμ + λ2uAμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = AνA

νϕ(w)Aμ,
(1.143)

де w = AνA
ν

u2 , причому kμσν = 0, n = −1, m = 0, hμν = 0, ϕ = ϕ(w) —
довiльнi гладкi функцiї;

�u + 2λAμuμ + F∂μAμ + λFAμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = 0,

(1.144)

причому n = 0, m = 0, kμσν = 0, hμν(u) = hδμν, h = − 2
λ, F = F (u) —

довiльна гладка функцiя, λ — довiльна стала;

�u + λ1A
μuμ + λ2∂

μAμ + λ3AμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = 0,

(1.145)

причому n = 0, m = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1

, kμσν = 0, hμν(u) = hδμν, h = − 4
λ1
, λa —

довiльнi сталi;

�u + λ1A
μuμ + λ2u∂

μAμ + λ3uAμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = 0,

(1.146)

причому n = −2(λ1λ2−2λ3)
λ2
1−4λ3

, m = 0, kμσν = 0, hμν(u) = hδμν, h = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

,
λa — довiльнi сталi;

�u− 2eAμuμ − eu∂μAμ + e2uAμA
μ = 0,

�Aμ − ∂μ∂
νAν = 0,

(1.147)
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причому n ∈ R, m = 0, kμσν = 0, hμν(u) = hδμν, h = 2
e(n+1), e — довiльна

стала.

Доведення. Застосувавши критерiй iнварiантностi, отримаємо систему
визначальних рiвнянь для визначення невiдомих функцiй, яка складається
iз систем рiвнянь (1.106), (1.107) та рiвнянь

Aνψα
Aν − (nu+m)ψα

u = 3ψα,

Asψα
Aσ − Aσψα

As + gαsψσ − gασψs = 0,

ḣ(u) = 0, hψα
As = 0.

(1.148)

Звiдки

h — стала, ψμ = ψ(u, ω)Aμ, ω = AμA
μ, (1.149)

2ωψω − (nu+m)ψu = 2ψ,

hψ = 0.
(1.150)

Згiдно теореми 1.9 для першого рiвняння системи (1.142) iснує чотири
можливих зображення алгебри iнварiантностi конформної алгебриAC(1, 3).
Нехай h = 0, тодi iз теореми 1.9 випливає, що m = 0, λ1 = 2λ2, n = −1;

фунkцiю ψ визначимо розв’язуючи рiвняння

2ωψω + uψu = 2ψ.

Загальним розв’язком даного рiвняння є функцiя ψ = ωϕ(w), де w = ω
u2 ,

ϕ = ϕ(w)— довiльна гладка функцiя. Таким чином система (1.142) набуває
вигляду (1.143), що i потрiбно було показати.
Якщо h �= 0, то з (1.150) випливає, що ψ = 0. Використавши теорему 1.9,

одержимо:
а) h = − 4

λ1
при F 1 = λ1, F 2 = F (u), F 3 = λ1F (u)

2
, де λ1 — довiльна стала,

F (u) — довiльна гладка функцiя, причому m = n = 0, при цьому система
(1.142) має вигляд (1.144);
б) при F a = λa, де λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ1 �= 0, система (1.142)
набуває вигляду (1.145) при цьому n = 0, m = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1

, hμν = − 4
λ1
δμν ;
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в) система (1.142) має вигляд (1.146), якщо F 1 = λ1, F 2 = λ2u, F 3 = λ3u,
λa — довiльнi сталi, a = 1, 3, λ21 − 4λ3 �= 0, причому m = 0, n = −2(λ1λ2−2λ3)

λ2
1−4λ3

,

h = −4(λ1−2λ2)
λ2
1−4λ3

;
г) система (1.142) спiвпадає iз системою (1.147), причому m = 0, n ∈ R,
h = 2

e(n + 1) у випадку коли перше рiвняння системи (1.142) має вигляд
(1.95).
Теорему 1.10 доведено.

Якщо рiвняння (1.98) узагальнити системою рiвнянь

�u + F 1(u)Aμuμ + F 2(u)∂μAμ + F 3(u)AμA
μ = 0,

�Aμ = ψμ(u, A),
(1.151)

то спаведливий наступний результат.

Теорема 1.11.Система диференцiальних рiвнянь (1.151) не є конформно-
iнварiантною.

Доведення. Згiдно критерiю Лi, дiючи другим продовженням iнфiнiте-
зимального оператора на кожне з рiвнянь системи (1.151) та перейшовши
на многовид системи (1.151), пiсля розщеплення по похiдних отримуємо
систему визначальних рiвнянь, яка складається iз рiвнянь (1.106), (1.107)
та рiвнянь

ημuA
αF 1 = 2ημαu; (1.152)

gμνηαuF
2 = 2gνβηαβAμ − δαμ�ξ

ν ; (1.153)

ηαuAμA
μF 3 = −ηψα

u − ηνψα
Aν + ηαAνψν − 2ξ00ψ

α. (1.154)

Iз рiвнянь (1.106), (1.107), як показано в теоремах 1.7, 1.9, випливає, коор-
динати iнфiнiтeзимального оператора мають наступний вигляд

ξμ = −bμx2 + (2bx+ æ)xμ + cμνx
ν + dμ,

η = (2bx+æ)(nu+m),

ημ = (cμγ − (2bx+æ)δμγ + 2bγx
μ − 2bμxγ)A

γ − bνhνμ(u),

(1.155)
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де hμν задовольняють умовi теореми 6, bμ, æ, cμν = −cνμ, dμ — довiльнi
сталi, F 1(u) �= 0. Для всiх зображень hμαu = 0, тодi iз рiвнянь (1.152) ви-
пливає, що hμu = 0, а iз рiвняння (1.153) одержимо рiвнiсть

bs(δμsδαν − gαsgμν) = 0. (1.156)

Оскiльки (1.156) виконується лише при bs = 0, то звiдси випливає, що
система рiвнянь (1.151) не є конформно-iнварiантною, що i потрiбно було
показати.
Теорема 1.11 доведена.

1.3. Класифiкацiя лiнiйних неоднорiдних зображень
розширеної алгебри Пуанкаре та конформної
алгебри у випадку двовимiрного векторного по-
ля

При дослiдженнi симетрiйних властивостей рiвнянь та систем математич-
ної фiзики

S
(
x, U, U

1
, U
2
, . . . , U

n

)
= 0 (1.157)

де x ∈ R
n — незалежнi змiннi, U = U(x) ∈ R

m — невiдомi функцiї, U
k
—

сукупнiсть усiх похiдних функцiй U порядку k, є важливою задача класи-
фiкацiї зображень їх алгебр iнварiантностi.
У даному пiдроздiлi опишемо нееквiвалентнi лiнiйнi неоднорiднi зобра-

ження алгебр Пуанкаре та конформної алгебри, вiдносно яких iнварiантнi
рiвняння гiперболiчного типу у випадку U ∈ R

2 при умовi, що вихiдна
система допускає лiнiйнi перетворення еквiвалентностi

W = KU + L, (1.158)

де K — невироджена стала матриця розмiрностi 2× 2, L — стала матриця
розмiрностi 2× 1, W =W (x) — новi невiдомi функцiї.
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Базиснi елементи алгебри Пуанкаре AP (1, 1)

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, J01 = x1∂0 + x0∂1 +Q1, (1.159)

доповненi операторами масштабних перетворень

D = x0∂0 + x1∂1 +Q2, (1.160)

при умовi

[Q1, Q2] = 0 (1.161)

утворюють розширену алгебру Пуанкаре:

AP1(1, 1) =< ∂0, ∂1, J01, D > . (1.162)

Елементи цiєї алгебри, доповненi операторами конформних перетворень

Kμ = 2xμD − x2∂μ + 2xμQ1 +Qμ+3 (1.163)

при умовах

[Q1, Q3] = Q4, [Q2, Q3] = Q3, [Q3, Q4] = 0,

[Q1, Q4] = Q3, [Q2, Q4] = Q4

(1.164)

утворюють конформну алгебру:

AC(1, 1) =< ∂0, ∂1, J01, D, K0, K1 > . (1.165)

Тут Qi — оператори вигляду

Qi = (αibau
a + βib)∂ub, (1.166)

де αiba, βib — довiльнi сталi, i = 1, 4, a, b = 1, 2.
Зауваження. Якщо оператори (1.159), (1.159)–(1.160) та (1.159), (1.160),
(1.163) утворюють вiдповiднi алгебри, то в класi

Qi = (αiba(x0, x1)u
a + βib(x0, x1))∂ub

де αiba(x0, x1), βib(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї, оператори (1.166) є
найбiльш загальними. Це випливає з комутацiйних спiввiдношень

[∂μ, J01] = δμ1∂0 + δμ0∂1, [∂μ, D] = ∂μ, [∂μ, Kα] = 2(Jμα + gμαD).
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Наприклад,

[∂μ, x0∂1 + x1∂0 + (α1ba(x0, x1)u
a + β1b(x0, x1))∂ub] =

= δμ0∂1 + δμ0∂0 + (α1ba
μ ua + β1b

μ )∂ub.

Звiдки α1ba
μ = β1b

μ = 0, тобто α1ab, β1b — сталi.

Проведемо класифiкацiю нееквiвалентних зображень алгебр (1.159),
(1.162), (1.165) з точнiстю до перетворень (1.158).

У роботi [15] в залежностi вiд спiввiдношень мiж коефiцiєнтами αabc,
βac одержано шiсть нееквiвалентних вiдносно перетворень (1.158) виглядiв
оператора Q1:

1. Q1 = ∂u1

2. Q1 = æ1∂u1 +m1u
2∂u2

3. Q1 = æ1∂u1 + u1∂u2

4. Q1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2

5. Q1 = m1I + æ1u
2∂u1

6. Q1 = k1I +m1J,

(1.167)

де I = u1∂u1 +u2∂u2, J = u1∂u2 −u2∂u1; æ1 ∈ {0, 1}, k1, m1 — довiльнi сталi.
Використаємо цей результат для класифiкацiї нееквiвалентних вiдносно пе-
ретворень (1.158) зображень розширеної алгебри ПуанкареAP1(1, 1) (1.162),
вибравши в ролi опeратора Q1 кожен з операторiв (1.167). Результати цiєї
класифiкацiї наведемо в виглядi наступної теореми.

Теорема 1.12. Iснує 6 нееквiвалентних зображень розширеної алгебри
Пуанкаре AP1(1, 1) (1.162) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(1.158), якi задаються операторами Q1, Q2, наведеними в таблицi 1.1.
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Таблиця 1.1
Нееквiвалентнi зображення розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 1)

№ Q1 Q2

1 ∂u1 æ2∂u2 +m2u
2∂u1

2 æ1∂u1 +m1u
2∂u2 k2∂u1 +m2u

2∂u2

3 æ1∂u1 + u1∂u2 k2∂u2 +m2(æ1∂u1 + u1∂u2)

4 k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2 k2u
1∂u1 +m2u

2∂u2

5 m1I + æ1u
2∂u1 k2I +m2u

2∂u1

6 k1I +m1J k2I +m2J

Тут æi ∈ {0, 1}, ki, mi — довiльнi сталi, i = 1, 2.
Доведення.

I. Розглянемо зображення

Q1 = ∂u1. (1.168)

Враховуючи комутацiйнi спiввiдношення (1.161) для операторiв алгебри
(1.162):

[Q1, Q2] = [∂u1; (α2abu
b + β2a)∂ua] = α2a1∂ua = 0, a = 1, 2, (1.169)

одержуємо α2a1 = 0. Отже, оператор Q2 має вигляд

Q2 = (α2a2u
2 + β2a)∂ua. (1.170)

Оскiльки у формулу (1.170) входять довiльнi сталi, то вона описує цiлий
клас операторiв Q2. Вiдшукаємо серед них оператори нееквiвалентнi вiд-
носно перетворень (1.158), якi в даному випадку мають вигляд

w1 = k11u
1 + k12u

2 + l1,

w2 = k21u
1 + k22u

2 + l2.
(1.171)

При цьому будемо вимагати, щоб перетворення (1.171) залишали iнварi-
антним оператор Q1. Оскiльки

Q1 = ∂u1 = k11∂w1 + k21∂w2, (1.172)
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то k11 = 1, k21 = 0, тобто лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно яких
iнварiантний оператор Q1, у цьому випадку мають вигляд

w1 = u1 + k12u
2 + l1,

w2 = k22u
2 + l2.

(1.173)

Перетворення (1.173) мають бути невиродженими, тому k22 �= 0. Оскiльки

∂u1 = ∂w1,

∂u2 = k12∂w1 + k22∂w2,
(1.174)

то оператор Q2 пiд дiєю перетвореннь (1.173) зводиться до вигляду
Q2 = [ 1

k22
(α212 + k12α222)w

2 + β21 − l2
k22

(α212 + k12α222) + k12β22]∂w1+

+(α222w
2 + k22β22 − α222l2)∂w2.

У залежностi вiд значень коефiцiєнтiв α222, α212 можливi три нееквiвалентнi
випадки:
a) якщо α222 = 0, то при α212 = 0 одержимо

Q2 = æ2∂w2, æ2 = k22β22 (1.175)

при умовi β22 �= 0, k12 = −β21

β22
та

Q2 = k2∂w1, k2 = β21 (1.176)

якщо β22 = 0. Оператори (1.176) та (1.168) наведенi в 2 пунктi таблицi 1.1
при m1 = m2 = 0;
б) якщо α222 = 0, α212 �= 0, то

Q2 = m2w
2∂w1 + æ2∂w2, m2 =

α212

k22
, æ2 = k22β22. (1.177)

(1.175) приm2 = 0 та (1.177) разом з оператором (1.168) наведенi в пунктi 1
таблицi 1.1;
в) якщо α222 �= 0, тo вибравши k12 = −α212

α222
, l2 = k22β22

α222
одержимо найпростi-

ший вигляд оператора Q2:

Q2 = k2∂u1 +m2u
2∂u2, (1.178)
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де k2 = β21 − α212

α222
, m2 = α222 . Оператор (1.178) разом з оператором (1.168)

є частинним випадком пункту 2 таблицi 1.1 при æ1 = 1, m1 = 0.
II. Розглянемо зображення

Q1 = æ1∂u1 +m1u
2∂u2, m1 �= 0. (1.179)

Використавши формули (1.161) та (1.166), знаходимо:

[Q1, Q2] = [æ1∂u1 +m1u
2∂u2; (α2abu

b + β2a)∂ua] =

= (m1α212u
2 + æ1α211)∂u1 + (−m1α221u

1 + æ1α221 −m1β22)∂u2 = 0,

тобто

æ1α211 = 0, æ1α221 −m1β22 = 0,

α212 = 0, α221 = 0.
(1.180)

З рiвностi (1.180) одержимо два рiзнi набори констант, яким вiдповiдають
оператори Q1, Q2:

æ1 = 0, α212 = 0, α221 = 0, β22 = 0,

Q1 = m1u
2∂u2, Q2 = (α211u

1 + β21)∂u1 + α222u
2∂u2;

(1.181)

æ1 = 1, α211 = 0, α212 = 0, α221 = 0, β22 = 0,

Q1 = ∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = β21∂u1 + α222u

2∂u2.
(1.182)

У кожному з випадкiв (1.181), (1.182) оператор Q2 мiстить довiльнi сталi,
тобто формули (1.181), (1.182) задають деякi класи операторiв. Знайдемо
всi нееквiвалентнi зображення оператора Q2 вiдносно перетворень (1.158),
вимагаючи при цьому, щоб оператор Q1 був iнварiантним вiдносно даних
перетворень. Лiнiйнi невиродженi перетворення, вiдносно яких iнварiант-
ний оператор Q1 заданий (1.181), у даному випадку мають вигляд

w1 = k11u
1 + l1,

w2 = k22u
2,

(1.183)

причому ∂u1 = k11∂w1, ∂u2 = k22∂w2, k11 · k22 �= 0. Перетворення (1.183)
зводять оператор Q2 до вигляду

Q2 = (α211w
1 − α211l1 + k11β21)∂w1 + α222w

2∂w2. (1.184)
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Максимально спростимо вигляд оператора (1.184). Якщо α211 = 0, тодi

Q2 = k2∂u1 +m2u
2∂u2, k2 = k11β21, m2 = α222; (1.185)

якщо α211 �= 0, то вибравши l1 = k11β21

α211
, одержимо найпростiший вигляд

оператора Q2:

Q2 = k2u
1∂u1 +m2u

2∂u2, k2 = α211, m2 = α222. (1.186)

Оператор (1.185) разом з оператором Q1 вигляду (1.181) є частинним ви-
падком п.2 таблицi 1.1 при æ1 = 0, а оператор (1.186) разом з оператором
Q1 вигляду (1.181) є частинним випадком п.4 таблицi 1.1. Зображення опе-
раторiв Q1, Q2, що мають вигляд (1.182), наведенi в п.2 таблицi 1.1 при
k2 = β21, m2 = α222.

III. Розглянемо зображення

Q1 = æ1∂u1 + u1∂u2. (1.187)

Комутацiйне спiввiдношення (1.161) для операторiв алгебри (1.162) набуде
вигляду
[Q1;Q2] = [æ1∂u1 + u1∂u2; (α2abu

b + β2a)∂ua] = (α212u
1 + æ1α211)∂u1 +

+ ((α222 − α211)u
1 − α212u

2 + æ1α221 − β21)∂u2 = 0.

З даної рiвностi одержуємо два суттєво рiзнi випадки:

æ1 = 0, α212 = 0, α211 = α222, β21 = 0,

Q1 = u1∂u2, Q2 = α211u
1∂u1 + (α221u

1 + α211u
2 + β22)∂u2;

(1.188)

æ1 = 1, α211 = α212 = α222 = 0, α221 = β21,

Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = α221∂u1 + (α221u
1 + β22)∂u2.

(1.189)

Вiдшукаємо нееквiвалентнi зображення операторiв Q2 вiдносно перетво-
рень (1.158). Лiнiйнi невиродженi перетворення (1.158) у випадку (1.188)
мають вигляд

w1 = u1,

w2 = k21u
1 + k22u

2 + l2
(1.190)
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i зводять оператор Q2 до вигляду

Q2 = α211w
1∂w1 + (k22α221w

1 + α211w
2 − l2α211 + k22β22)∂w2

при цьому перетвореня (1.190) залишають iнварiантним оператор Q1 . В
результатi отримаємо

при α211 = 0,

Q1 = u1∂u2, Q2 = (m2u
1 + k2)∂u2,

де m2 = k22α221, k2 = k22β22;

(1.191)

при α211 �= 0, l2 =
k22β22

α211
,

Q1 = u1∂u2, Q2 = k2I +m2u
1∂u2, k2 = α211, m2 = k22α221.

(1.192)

Зображення (1.191) операторiв Q1, Q2 спiвпадає з пунктом 3 таблицi 1 при
æ1 = k1 = 0, а зображення (1.192) спiвпадає з пунктом 5 таблицi 1.1 при
æ1 = 1, m1 = 0.

Розглянемо зображення (1.189) оператора Q2. Вiдшукаємо серед даних
зображень оператори, нееквiвалентнi вiдносно перетворень (1.158), при цьо-
му будемо вимагати, щоб перетворення (1.158) залишали iнварiантним опе-
ратор Q1. Оскiльки

Q1 = ∂u1 + u1∂u2 = (k11 + k12g)∂w1 + (k21 + k22g)∂w2,

g = k22w
1−k12w

2−k22l1+k12l2
k11k22−k12k21

,
(1.193)

то k11 = k22 = 1, k12 = 0. Таким чином лiнiйнi невиродженi перетвореня,
вiдносно яких iнварiантний оператор Q1, у даному випадку мають вигляд:

w1 = u1 + l2,

w2 = k21u
1 + u2 + l2.

(1.194)

Перетворення (1.194) зводять оператор Q2 до вигляду

Q2 = m2∂w1 + (m2w
1 + k2)∂w2, m2 = α221, k2 = β22. (1.195)

Дане зображення оператора Q2 разом з оператором Q1, вигляду (1.189),
наведенi в пунктi 3 таблицi 1.1.
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IV. Розглянемо зображення

Q1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2. (1.196)

Враховуючи комутацiйнi спiввiдношення (1.161) для операторiв алгебри
(1.162)

[Q1;Q2] = [k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2; (α2abu
b + β2a)∂ua] =

= (α212(m1 − k1)u
2 − k1β21)∂u1+

+(α221(k1 −m1)u
1 −m1β22)∂u2 = 0,

(1.197)

в залежностi вiд значень сталих k1, m1 одержуємо три суттєво рiзнi випад-
ки задання операторiв Q1, Q2:

k1 = m1 �= 0, β21 = β22 = 0, Q1 = k1(u
1∂u1 + u2∂u2),

Q2 = (α211u
1 + α212u

2)∂u1 + (α221u
1 + α222u

2)∂u2;
(1.198)

m1 = 0, k1 �= 0 α212 = α221 = β21 = 0,

Q1 = k1u
1∂u1, Q2 = α211u

1∂u1 + (α222u
2 + β22)∂u2;

(1.199)

k1 �= 0;m1, α212 = α221 = β21 = β22 = 0,

Q1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2, Q2 = α211u
1∂u1 + α222u

2∂u2.
(1.200)

Серед класiв операторiв (1.198)–(1.200) вiдшукаємо оператори нееквiва-
лентнi вiдносно перетворень (1.158), при цьому, як i в попереднiх випадках,
будемо вимагати, щоб перетворення (1.158) залишали iнварiантним опера-
тор Q1.
У випадку зображення операторiв (1.198) одержимо

Q1 = k1(u
1∂u1 + u2∂u2) = k1(w

1 − l1)∂w1 + k1(w
2 − l2)∂w2,

тобто лiнiйнi невиродженi перетворення (1.158), вiдносно яких iнварiант-
ний оператор Q1 у даному виападку мають вигляд

w1 = k11u
1 + k12u

2, w2 = k21u
1 + k22u

2.

Тодi
∂u1 = k11∂w1 + k21∂w2, ∂u2 = k21∂w1 + k22∂w2.
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Оскiльки перетворення (1.158) мають бути невиродженi, то k11k22−k12k21 �= 0.

Оператор Q2 пiд дiєю даних перетворень зводиться до вигляду

Q2 =
1

k11k22−k12k21
γ2abw

b∂wa, (1.201)

де a, b = 1, 2,

γ211 = k11k22α211 − k11k21α212 + k12k22α221 − k12k21α222,

γ212 = −k11k12α211 + k211α212 − k212α221 + k11k12α222,

γ221 = k21k22α211 − k221α212 + k222α221 − k21k22α222

γ222 = −k12k21α211 + k11k21α212 − k12k22α221 + k11k22α222.

(1.202)

Пiдберемо сталi kab таким чином, щоб максимально спростити оператор
(1.201). Пiсля тотожнiх перетворень одержимо

α212t
2 + (α222 − α211)t− α221 =

γ212
k212
,

α212s
2 + (α222 − α211)s− α221 = −γ221

k222
,

(1.203)

де t = k11
k12
, s = k21

k22
. В залежностi вiд величини дискримiнанта

D = (α211 − α222)
2 + 4α212α221

одержуємо три суттєво рiзнi випадки зображення оператора (1.201):
a) якщо D > 0, то одержимо

γ212 = γ221 = 0,

Q2 = k2u
1∂u1 +m2u

2∂u2,
(1.204)

де k2 = k12k22
2(k11k22−k12k21)α212

((α211 − α222)
2 + (α211 + α222)

√
D + 4α212α221),

m2 = − k12k22
2(k11k22−k12k21)α212

((α211 − α222)
2 − (α211 + α222)

√
D + 4α212α221);

б) D = 0, то вибравши k11
k22

= α211−α222

2α212
, одержимо γ212 = 0, γ211 = γ222. Тодi

Q2 = k2I +m2u
2∂u1, (1.205)

де k2 = α211+α222

2
, m2 =

γ222
k11k22−k12k21

;
в) D < 0, то

α212α221 < −(α211 − α222)
2

4
,
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тобто α212α221 < 0.Тодi, вибравши k11 = α221, k21 = α221, k12 = −√−α212α221,
k22 =

√−α212α221, одержимо γ211 = γ222, γ221 = −γ212. Оператор Q2 у цьому
випадку має вигляд

Q2 = k2I +m2J, (1.206)

де k2 = α211+α222

2 +
√−α212α221, m2 =

α211−α222

2 +
√−α212α221.

Оператор (1.204) разом з оператором (1.198) є частинним випадком
пункту 4 таблицi 1.1 при m1 = k1; зображення (1.205) оператора Q2 разом
з оператором (1.198) вiдповiдає пункту 5 таблицi 1.1 при æ1 = 0 i (1.206)
разом з (1.198) спiвпадає з пунктом 6 таблицi 1.1 при m1 = 0.
Розглянемо зображення операторiв (1.199). Лiнiйнi невиродженi пере-

творення (1.158), вiдносно яких iнварiантний операторQ1, у даному випадку
мають вигляд

w1 = k11u
1, w2 = k22u

2 + l2, (1.207)

тодi ∂u1 = k11∂w1, ∂u2 = k22∂w2, причому k11k22 �= 0. Перетворення (1.207)
зводять оператор Q2 до вигляду

Q2 = k11α211w
1∂w1 + k22(k22α222u

2 + α222l2 + β22)∂w2.

Якщо α222 = 0, то найпростiший вигляд оператора Q2

Q2 = k2∂u2 +m2u
1∂u1, k2 = k22β22, m2 = k11α211; (1.208)

якщо α222 �= 0, то вибравши l2 = − β22

α222
одержимо

Q2 = k2u
2∂u2 +m2u

1∂u1, k2 = k222α222, m2 = k11α211. (1.209)

Задання оператора (1.208) разом з оператором Q1, що має зображення
(1.199), наведенi в пунктi 2 таблицi 1.1 при æ1 = 0, а зображення (1.209)
разом з оператором Q1, що має зображення (1.199), наведенi в пунктi 4
таблицi 1.1 при m1 = 0.
Задання (1.200) операторiв Q1, Q2 наведенi в пунктi 4 таблицi 1.1 де

k2 = α211, m2 = α222.
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V. Розглянемо зображення

Q1 = m1I + æ1u
2∂u1. (1.210)

Враховуючи комутацiйне спiввiдношення (1.161) для операторiв алгебри
(1.162) в даному випадку одержимо три рiзнi набори зображень операторiв
Q1, Q2:

Q1 = m1I, Q2 = α2abu
b∂ua; (1.211)

Q1 = u2∂u1, Q2 = α211I + (α212u
2 + β21)∂u1; (1.212)

Q1 = m1I + u2∂u1, Q2 = α211I + α212u
2∂u1. (1.213)

Зображення (1.211), (1.212) операторiвQ1, Q2 розглянутi вiдповiдно в IV та
III пунктах даної теореми. Оператор Q2 разом з оператором Q1, що мають
зображення (1.213), наведенi в пунктi 5 таблицi 1.1 де k2 = α211, m2 = α212.

VI. Розглянемо зображення

Q1 = k1I +m1J. (1.214)

Використавши формули (1.161), (1.166) для операторiв алгебри (1.162) та
перетворення еквiвалентностi (1.158) одержимо найпростiший вигляд опе-
ратора Q2:

Q2 = k2I +m2J, (1.215)

де k2 = α211, m2 = α212. Дане задання оператора Q2 разом з оператором
Q1, що має зображення (1.214), наведенi в пунктi 6 таблицi 1.1.
Теорема 1.12 доведена.
Отже, iснує 6 нееквiвалентних вiдносно перетворень (1.158) зображень

розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 1). Результати даної класифiкацiї ви-
користаємо для класифiкацiї нееквiвалентних вiдносно перетворень (1.158)
зображень конформної алгебри AC(1, 1). Результатом цих дослiджень є
наступне твердження.
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Теорема 1.13. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.158) iсну-
ють 16 нееквiвалентних зображень конформної алгебри AC(1, 1) (1.165),
якi задаються операторами Q1, Q2, Q3, Q4, наведеними в таблицi 1.2.

Таблиця 1.2
№ Q1 Q2 Q3 Q4

1 ∂u1 m2u
2∂u1+æ2∂u2 0 0

2 æ1∂u1+u2∂u2 k2∂u1−u2∂u2 æ3∂u2 −æ3∂u2

3 u1∂u2 k2I+m2u
1∂u2 0 0

4 æ1∂u1+m1u
2∂u2 k2∂u1+m2u

2∂u2 0 0

5 æ1∂u1+u1∂u2 k2∂u2+ 0 0

+m2(æ1∂u1+u1∂u2)

6 I+k1u
2∂u2 k2I+m2u

2∂u2 0 0

7 I −I æ3∂u1+m3∂u2 −(æ3∂u1+

+m3∂u2)

8 k1I+u
1∂u1 k2I−u2∂u2 k3u

1∂u2 k3u
1∂u2

9 k1I+u
1∂u1 k2I+u

2∂u2 æ3u
2∂u1 −æ3u

2∂u1

10 u1∂u1+k1u
2∂u2 −u1∂u1+k2u

2∂u2 æ3∂u1 −æ3∂u1

11 I+u2∂u2 −(I+u2∂u2) æ3∂u1+æ4u
1∂u2 −(æ3∂u1+

+æ4u
1∂u2)

12 I+u2∂u2 −u1∂u1 (æ3u
2+r)∂u1 (æ3u

2−r)∂u1

13 u1∂u1 u1∂u1+æ2∂u2 æ3u
1∂u2 æ3u

1∂u2

14 I+æ1u
2∂u1 −I+k2u2∂u1 æ3∂u1 −æ3∂u1

15 k1I k2I+æ2u
2∂u1 0 0

16 k1I+m1J k2I+m2J 0 0
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Тут æi ∈ {0, 1}, i = 1, 4, r =
{

0,æ3=1
1,æ3=0 , kj, mj — довiльнi сталi, j = 1, 3.

Доведення. Розглянемо зображення розширеної алгебри Пуанкаре (1.162),
що вiдповiдає пункту 1 таблицi 1.1.
Елементи цiєї алгебри доповнимо операторами конформних перетво-

рень, вимагаючи виконання умов комутування (1.164). Оскiльки

[Q1;Q3] = [∂u1; (α3bcu
c + β3b)∂ub] = α3b1∂ub,

то оператор Q4 має вигляд

Q4 = α3b1∂ub;

вимагаючи виконання умов комутування мiж операторамиQ1,Q4, одержимо

[Q1;Q4] = [∂u1;α3b1∂ub] = Q3 = 0,

Таким чином
Q3 = (α3cbu

b + β3c)∂uc = 0,

звiдки α3cb = β3c = 0, тобто Q3 = 0, Q4 = 0. Отже, маємо перше нееквiва-
лентне зображення алгебри (1.165):

Q1 = ∂u1, Q2 = m2u
2∂u1 +æ2∂u2, Q3 = 0, Q4 = 0,

яке наведене в першому пунктi таблицi 1.2.
Аналогiчно до першого пункту таблицi 1.2 отримується задання зобра-

жень операторiв Q3, Q4 пунктiв 3, 4, 5, 6, 15, 16 даної таблицi.
Розглянемо зображення операторiв

Q1 = æ1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = k2∂u1 +m2u

2∂u2, (1.216)

що вiдповiдає пункту 2 таблицi 1.1. Враховуючи комутацiйнi спiввiдноше-
ння (1.164) для операторiв алгебри (1.165), одержимо

[Q1, Q3] = [æ1∂u1 + u2∂u2, (α3bcu
c + β3b)∂ub] =
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= (m1α312u
2 +æ1α311)∂u1 + (−m1α321u

1 +æ1α321 −m1β32)∂u2 = Q4,

тобто Q4 = (m1α312u
2 + æ1α311)∂u1 + (−m1α321u

1 + æ1α311 −m1β32)∂u2;

[Q2, Q3] = (m2α312u
2 + k2α311)∂u1 + (−m2α321u

1 + k2α321 −m2β32)∂u2 = Q3,

звiдки маємо систему рiвнянь

α311 = 0, α322 = 0, (m2 − 1)α312 = 0, (m2 + 1)α321 = 0,

β31 = 0, (m2 + 1)β32 = k2α321.
(1.217)

Обєднавши результати комутацiйних спiввiдношень

[Q3, Q4] = 0, [Q1, Q4] = Q3, [Q2, Q4] = Q4

та розв’язки cистеми (1.217), одержимо зображення операторiв конформної
алгебри (1.165)

Q1 = æ1∂u1+u2∂u2, Q2 = k2∂u1−u2∂u2, Q3 = æ3∂u2, Q4 = −æ3∂u2,

яке спiвпадає iз зображеннями наведеними в пунктi 2 таблицi 1.2.
Аналогiчно до другого пункту таблицi 1.2 отримується задання опера-

торiв Q3, Q4 пунктiв 7–14 даної таблицi.
Теорема доведена.
Отже, як випливає з дослiджень, iснує 16 нееквiвалентних зображень

коформної алгебри (1.165). Тому при дослiдженнi симетрiйних властиво-
стей систем хвильових рiвнянь ми можемо використовувати зображення,
поданi в таблицi 2 як канонiчнi за умови, що вихiднi системи рiвнянь до-
пускають лiнiйнi перетворення еквiвалентностi (1.158).
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1.4. Системи квазiлiнiйних хвильових рiвнянь, iнва-
рiантнi вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре
та конформної алгебри

Застосуємо класифiкацiю лiнiйних неоднорiдних зображень алгебри Пу-
анкаре та її розширень у випадку U ∈ R

2, одержану в попередньому
пiдроздiлi, для дослiдження симетрiйних властивостей системи квазiлiнiй-
них хвильових рiвнянь:

�U = (f(U)∂)U, (1.218)

де

U =

(
u1

u2

)
, f(U) =

(
f 0, f 1

)
, fα =

(
f 11α f 12α

f 21α f 22α

)
,

α = 0, 1, ∂ = (∂0, ∂1).
Покажемо, що система (1.218) допускає лiнiйнi перетворення еквiва-

лентностi (1.158). Пiдставивши U = K−1(W − L), знайдене з (1.158), в
систему (1.218), одержимо

�K−1W = f(K−1(W − L))∂K−1W

або
�W = (f̃(W )∂)W,

де f̃(W ) = Kf(K−1(W −L))K−1. Отже, перетворення (1.158) є перетворе-
ннями еквiвалентностi системи (1.218).
Розглянемо при яких функцiях f система (1.218) iнварiантна вiдносно

алгебри Пуанкаре (1.159). Справедливе наступне твердження.
Теорема 1.14. Система (1.218) iнварiантна вiдносно алгебри Пуанкаре
(1.159) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.158) тодi i тiльки
тодi, коли
1.

fα = (u1)−n

(
ψ11α (u1)1−mψ12α

(u1)m−1ψ21α ψ22α

)
, (1.219)
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де

ψab0 = (u1)2nϕab0 + ϕab1, ψab1 = (u1)2nϕab0 − ϕab1, (1.220)

ϕabα = ϕabα(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = (u1)m

u2 , причому Q = 1
n(u

1∂u1+

mu2∂u2), n �= 0, m �= 0 — довiльнi сталi.
2.

fα =

(
ψ11α (u2)−1ψ12α

u2ψ21α ψ22α

)
, (1.221)

де

ψab0 = (u2)pϕab0 + (u2)−pϕab1, ψab1 = (u2)pϕab0 − (u2)−pϕab1, (1.222)

ϕabα = ϕabα(ω), ω = u1 − æ1 ln u
2, причому Q = æ1∂u1 + 1

pu
2∂u2, p �= 0 —

довiльна стала.
3.

fα =

(
f 11α f 12α

f 21α f 22α

)
, (1.223)

a)f ab0 = eu
1

ϕab0 + e−u1

ϕab1, f ab1 = eu
1

ϕab0 − e−u1

ϕab1, (1.224)

де ϕabα = ϕabα(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = u2, причому Q = ∂u1;

b)

f 110 = α110(�u
2)p + α111(�u

2)−p + q,

f 111 = α110(�u
2)p − α111(�u

2)−p + g,

f 120 = α120(�u
2)p + α121(�u

2)−p + ϕ,

f 121 = α120(�u
2)p − α121(�u

2)−p + ψ,

f 210 = α210(�u
2)p + α211(�u

2)−p + ϕ,

f 211 = α210(�u
2)p − α211(�u

2)−p + ψ,

f 220 = α220(�u
2)p + α221(�u

2)−p − q,

f 221 = α220(�u
2)p − α221(�u

2)−p − g,

(1.225)
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де q = u1

�u2((�u
2)p(�α⊥ ·�u)+(�u2)−p(�β⊥ ·�u)), g = u1

�u2 ((�u
2)p(�α⊥ ·�u)− (�u2)−p(�β⊥ ·�u)),

ϕ = −u1

�u2 ((�u
2)p(�α · �u) + (�u2)−p(�β · �u)), ψ = −u1

�u2 ((�u
2)p(�α · �u)− (�u2)−p(�β · �u)),

�u2 = (u1)2 + (u2)2, �α = (α1, α2), �α
⊥ = (−α2, α1), �α · �u = α1u

1 + α2u
2,

�β = (β1, β2), �β
⊥ = (−β2, β1), причому Q = 1

2pI+J , αa, βa, p �= 0 — довiльнi
сталi.
4.

a)fα =

(
−u1ψ12α+ψ11α ψ12α

−(u1)2ψ12α−u1(ψ22α−ψ11α)+ψ21α u1ψ12α+ψ22α

)
, (1.226)

де

ψab0 = eu
1

ϕab0 + e−u1

ϕab1, ψab1 = eu
1

ϕab0 − e−u1

ϕab1, (1.227)

ϕabα = ϕabα(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = (u1)2

2 −u2, причому Q = ∂u1+

u1∂u2;

b)fα =

(
−u2

u1ψ
12α+ψ11α ψ12α

−(u
2

u1 )
2ψ12α−u2

u1 (ψ
22α−ψ12α)+ψ21α −u2

u1ψ
12α+ψ22α

)
, (1.228)

де

ψab0 = e
u2

u1ϕab0 + e−
u2

u1ϕab1, ψab1 = e
u2

u1ϕab0 − e−
u2

u1ϕab1, (1.229)

ϕabα = ϕabα(ω) — довiльнi гладкi функцiї, ω = u1, причому Q = u1∂u2;

c)fα =

(
wψ21α+ψ11α −w2ψ21α−w(ψ11α−ψ22α)

ψ21α −wψ21α+ψ22α

)
, (1.230)

де

ψab0 = u2ϕab0 +
1

u2
ϕab1, ψab1 = u2ϕab0 − 1

u2
ϕab1, (1.231)

w = m1 lnu
2, ϕabα = ϕabα(ω) — довiльнi гладкi функцiї, m1 — довiльна

стала, ω = u1

u2 −m1 lnu
2, причому Q = I +m1u

2∂u1.
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Доведення. Для доведення теореми застосуємо алгоритм Лi. Iнфiнiтези-
мальний оператор алгебри iнварiантностi системи (1.218) має вигляд:

X = ξμ(x, u)∂μ + ηa(x, u)∂ua. (1.232)

З умови iнварiантностi системи (1.218) вiдносно оператора (1.232)

(gγν
γνηa − ηsḟ abα

us ubα − αηbf abα)|ua
00=fabαub

α−gαβua
αβ

= 0, (1.233)

де γνημ, βηα, ηs — координати оператора X̃, продовженого для X, одержу-
ємо систему визначальних рiвнянь для знаходження координат iнфiнiтези-
мального оператора (1.232) та функцiй f abα:

ξ01 = ξ10 , ξ00 = ξ11 , ηaubuc = 0, (1.234)

LF = CF + 2M, (1.235)

ηbαf
abα = �ηa, (1.236)

де L = ηa∂ua, F = (f 110, f 111, f 120, f 121, f 210, f 211, f 220, f 221)T ,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−ξ00 ξ01 −η2u1 0 η1u2 0 0 0

ξ01 −ξ00 0 −η2u1 0 η1u2 0 0

−η1u2 0 a ξ01 0 0 η1u2 0

0 −η1u2 ξ10 a 0 0 0 η1u2

η2u1 0 0 0 b ξ10 −η2u1 0

0 η2u1 0 0 ξ10 b 0 −η2u1

0 0 η2u1 0 −η1u2 0 −ξ00 ξ01

0 0 0 η2u1 0 −η1u2 ξ10 −ξ00

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

M = (η10u1,−η11u1, η10u2,−η11u2, η20u1,−η21u1, η20u2,−η21u2)T ,

a = −ξ00 + η1u1 − η2u2, b = −ξ00 − η1u1 + η2u2.
Координати ξμ, ηa iнфiнiтезимального оператора алгебриAP (1, 1) мають

вигляд:

ξ0 = c01x1 + d0, ξ1 = c01x0 + d1, ηa = αabu
b + βa, (1.237)
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де c01 = −c10, dμ, αab, βa — довiльнi сталi. Пiдставивши функцiї (1.237) в
систему визначальних рiвнянь (1.235), (1.236), для кожного з зображень Qi

(1.167), i = 1, 6, отримаємо системи рiвнянь для визначення функцiй f abα

L1F = C1F, (1.238)

де L1 = k1u
1∂u1 +m1u

2∂u2,

C1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 k1 −m1 0 0 0 0 0

0 0 1 k1 −m1 0 0 0 0

0 0 0 0 −k1 +m1 1 0 0

0 0 0 0 1 −k1 +m1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

L2F = C2F, (1.239)

де L2 = æ1∂u1 +m1u
2∂u2,

C2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −m1 1 0 0 0 0

0 0 1 −m1 0 0 0 0

0 0 0 0 m1 1 0 0

0 0 0 0 1 m1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

L3F = C3F, (1.240)
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де L3 = ∂u1,

C3 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

L4F = C4F, (1.241)

де L4 = k1I +m1J,

C4 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −m1 0 −m1 0 0 0

1 0 0 −m1 0 −m1 0 0

m1 0 0 1 0 0 −m1 0

0 m1 1 0 0 0 0 −m1

m1 0 0 0 0 1 −m1 0

0 m1 0 0 1 0 0 −m1

0 0 m1 0 m1 0 0 1

0 0 0 m1 0 m1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

L5F = C5F, (1.242)

де L5 = æ1∂u1 + u1∂u2,

C5 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −1 0 0 0 0 0

1 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 −1 0

0 1 0 0 1 0 0 −1

0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

L6F = C6F, (1.243)
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де L6 = m1I + æ1u
2∂u1,

C6 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 æ1 0 0 0

1 0 0 0 0 æ1 0 0

−æ1 0 0 1 0 0 æ1 0

0 −æ1 1 0 0 0 0 æ1

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 −æ1 0 0 1

0 0 0 0 0 −æ1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Розглянемо детально розв’язoк системи (1.239). За допомогою замiни

F = TZ, (1.244)

де T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0 0 0

1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0 1 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Z =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z1

z2

z3

z4

z5

z6

z7

z8

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

система (1.239) зводиться до вигляду

L2Z = C̃2Z, (1.245)

де C̃2 — жорданова матриця, що має вигляд

C̃2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1−m1 0 0 0 0 0

0 0 0 −1−m1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 +m1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 +m1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Таким чином, система (1.245) є системою незачеплених диференцiальних
рiвнянь в частинних похiдних. Знаходження загального розв’язку кожного
з рiвнянь системи (1.245) зводиться до знаходження перших iнтегралiв сис-
теми звичайних диференцiальних рiвнянь вигляду

du1

æ1
=

du2

m1u2
=
dy

ky
, (1.246)

де y — одна з функцiй zi, i = 1, 8, а k набуває значень 1, −1, 1 − m1,
−1−m1, 1 +m1, −1 +m1, 1, −1 вiдповiдно.
Першi iнтеграли системи (1.246) мають вигляд

J1 = u1 − k1 lnu
2, J2 = y(u2)−s, (1.247)

де k1 = æ1

m1
, s = k

m1
. Тодi загальний розв’язок кожного з рiвнянь (1.245)

задається формулою

y = (u2)sϕ(ω), (1.248)

де ω = J1.
Bрахувавши замiну (1.244), одержимо вигляд функцiй f abα, якi зада-

ються формулами (1.221), (1.222). Пункт 2 теореми 1.14 доведено. Решта
випадкiв доводиться аналогiчно.
Теорему 1.14 доведено.

Теорема 1.15. Система (1.218) iнварiантна вiдносно розширеної алгеб-
ри Пуанкаре (1.159) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.158)
тодi i тiльки тодi, коли

f 110 = λ110e
u1

(u2)k + λ111e
−u1

(u2)m,

f 111 = λ110e
u1

(u2)k − λ111e
−u1

(u2)m,

f 120 = λ120e
u1

(u2)k−1 + λ121e
−u1

(u2)m−1,

f 121 = λ120e
u1

(u2)k−1 − λ121e
−u1

(u2)m−1,

f 210 = λ210e
u1

(u2)k+1 + λ211e
−u1

(u2)m+1,

f 211 = λ210e
u1

(u2)k+1 − λ211e
−u1

(u2)m+1,

f 220 = λ220e
u1

(u2)k + λ221e
−u1

(u2)m,

f 221 = λ220e
u1

(u2)k − λ221e
−u1

(u2)m,

(1.249)
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причому Q1 = ∂u1, Q2 =
k−m
k+m(Q1 − 2

k−mu
2∂u2), k2 −m2 �= 0;

f ab0 = eu
1

Φab0,

f ab1 = eu
1

Φab0,
(1.250)

де ω = u2, причому Q1 = ∂u1, Q2 = −Q1;

f 110 = eu
2+ω(−λ210u2 + λ110) + eu

2−ω(−λ211u2 + λ111),

f 111 = eu
2+ω(−λ210u2 + λ110)− eu

2−ω(−λ211u2 + λ111),

f 120 = −k(eu2+ω(−λ210(u2)2 + (λ110 − λ220)u
2 + λ120)+

+eu
2−ω(−λ211(u2)2 + (λ111 − λ221)u

2 + λ121)),

f 121 = −k(eu2+ω(−λ210(u2)2 + (λ110 − λ220)u
2 + λ120)−

−eu2−ω(−λ211(u2)2 + (λ111 − λ221)u
2 + λ121)),

f 210 = −1
k(e

u2+ωλ210 + eu
2−ωλ211),

f 211 = −1
k(e

u2+ωλ210 − eu
2−ωλ211),

f 220 = eu
2+ω(λ210u

2 + λ220) + eu
2−ω(λ211u

2 + λ221),

f 221 = eu
2+ω(λ210u

2 + λ220)− eu
2−ω(λ211u

2 + λ221),

(1.251)

де ω = u1 − k(u2)2

2 , причому Q1 = ∂u1, Q2 = −ku2∂u1 − ∂u2, k �= 0;

f ab0 = λab0e
u1−u2

+ λab1e
−u1−u2

,

f ab1 = λab0e
u1−u2 − λab1e

−u1−u2

,
(1.252)

причому Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2;

f 110 = (u2)mΦ110,

f 120 = (u2)m−1Φ120,

f 210 = (u2)m+1Φ210,

f 220 = (u2)mΦ220,

f 111 = (u2)mΦ110,

f 121 = (u2)m−1Φ120,

f 211 = (u2)m+1Φ210,

f 221 = (u2)mΦ220,

(1.253)
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де ω = u1 − æ1lnu
2, причому Q1 = æ1∂u1 + 1

mu
2∂u2, Q2 = −Q1, m �= 0;

f 110 = λ110(u
2)p(u1)k + λ111(u

2)−p(u1)m,

f 111 = λ110(u
2)p(u1)k − λ111(u

2)−p(u1)m,

f 120 = λ120(u
2)p−1(u1)k+1 + λ121(u

2)−p−1(u1)m+1,

f 121 = λ120(u
2)p−1(u1)k+1 − λ121(u

2)−p−1(u1)m+1,

f 210 = λ210(u
2)p+1(u1)k−1 + λ211(u

2)−p+1(u1)m−1,

f 211 = λ210(u
2)p+1(u1)k−1 − λ211(u

2)−p+1(u1)m−1,

f 220 = λ220(u
2)p(u1)k + λ221(u

2)−p(u1)m,

f 221 = λ220(u
2)p(u1)k − λ221(u

2)−p(u1)m,

(1.254)

причому Q1 =
1
pu

2∂u2, Q2 =
k−m
k+m(Q1 − 2

k−mu
1∂u1), p(k2 −m2) �= 0;

f 110 = λ110(u
2)m+1e−mu1

+ λ111(u
2)n−1e−nu1

,

f 111 = λ110(u
2)m+1e−mu1 − λ111(u

2)n−1e−nu1

,

f 120 = λ120(u
2)me−mu1

+ λ121(u
2)n−2e−nu1

,

f 121 = λ120(u
2)me−mu1 − λ121(u

2)n−2e−nu1

,

f 210 = λ210(u
2)m+2e−mu1

+ λ211(u
2)ne−nu1

,

f 211 = λ210(u
2)m+2e−mu1 − λ211(u

2)ne−nu1

,

f 220 = λ220(u
2)m+1e−mu1

+ λ221(u
2)n−1e−nu1

,

f 221 = λ220(u
2)m+1e−mu1 − λ221(u

2)n−1e−nu1

,

(1.255)

причому Q1 = ∂u1 + u2∂u2, Q2 =
m+n
m−n(Q1 +

2
m+n∂u1), m2 − n2 �= 0;

f 110 = f 111 = eu
1

(Φ110 − u1Φ120),

f 120 = f 121 = eu
1

Φ120,

f 210 = f 211 = eu
1

(Φ210 − u1(Φ220 − Φ110)− (u1)2Φ120),

f 220 = f 221 = eu
1

(Φ220 + u1Φ120),

(1.256)
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де ω = (u1)2

2 − u2, причому Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −Q1;

f 110 = emω+u1

(λ110 − λ120u
1) + ekω−u1

(λ111 − λ121u
1),

f 111 = emω+u1

(λ110 − λ120u
1)− ekω−u1

(λ111 − λ121u
1),

f 120 = λ120e
mω+u1

+ λ121e
kω−u1

,

f 121 = λ120e
mω+u1 − λ121e

kω−u1

,

f 210 = emω+u1

(λ210 − (λ220 − λ110)u
1 − λ120(u

1)2)+

+ekω−u1

(λ211 − (λ221 − λ111)u
1 − λ121(u

1)2),

f 211 = emω+u1

(λ210 − (λ220 − λ110)u
1 − λ120(u

1)2)−
−ekω−u1

(λ211 − (λ221 − λ111)u
1 − λ121(u

1)2),

f 220 = emω+u1

(λ220 + λ120u
1) + ekω−u1

(λ221 + λ121u
1),

f 221 = emω+u1

(λ220 + λ120u
1)− ekω−u1

(λ221 + λ121u
1),

(1.257)

де ω = (u1)2

2 − u2, причому Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = m−k
m+k(Q1 +

2
m−k∂u2),

m2 − k2 �= 0;

f 110 = e
u2

u1 (u1)k(λ110 − λ120
u2

u1) + e−
u2

u1 (u1)m(λ111 − λ121
u2

u1 )

f 111 = e
u2

u1 (u1)k(λ110 − λ120
u2

u1)− e−
u2

u1 (u1)m(λ111 − λ121
u2

u1 )

f 120 = λ120e
u2

u1 (u1)k + λ121e
−u2

u1 (u1)m,

f 121 = λ120e
u2

u1 (u1)k − λ121e
−u2

u1 (u1)m,

f 210 = e
u2

u1 (u1)k(λ210 − (λ220 − λ110)
u2

u1 − λ120(
u2

u1 )
2)+

+e−
u2

u1 (u1)m(λ211 − (λ221 − λ121)
u2

u1 − λ121(
u2

u1 )
2),

f 211 = e
u2

u1 (u1)k(λ210 − (λ220 − λ110)
u2

u1 − λ120(
u2

u1 )
2)−

+e−
u2

u1 (u1)m(λ211 − (λ221 − λ121)
u2

u1 − λ121(
u2

u1 )
2),

f 220 = e
u2

u1 (u1)k(λ220 + λ120
u2

u1) + e−
u2

u1 (u1)m(λ221 + λ121
u2

u1),

f 221 = e
u2

u1 (u1)k(λ220 + λ120
u2

u1)− e−
u2

u1 (u1)m(λ221 + λ121
u2

u1 ),

(1.258)

причому Q1 = u1∂u2, Q2 =
k−m
k+m(Q1 − 2

k−mI), k
2 −m2 �= 0;

f 110 = f 111 = e
u2

u1 (Φ110 − u2

u1Φ
120),

f 120 = f 121 = e
u2

u1Φ120,

f 210 = f 211 = e
u2

u1 (Φ210 − u2

u1 (Φ
220 − Φ110)− (u

2

u1 )
2Φ120),

f 220 = f 221 = e
u2

u1 (Φ220 + u2

u1Φ
120),

(1.259)
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де ω = u1, причому Q1 = u1∂u2, Q2 = −Q1;

f 110 = f 111 = u2Φ110,

f 120 = f 121 = u2Φ120 − ku2 lnu2(Φ110 − Φ220),

f 210 = f 211 = 0,

f 220 = f 221 = u2Φ220,

(1.260)

де ω = u1

u2 − k lnu2, причому Q1 = I + ku2∂u1, Q2 = −Q1, k �= 0;

f 110 = u2Φ110 + 1
u2Φ

111 + k lnu2(u2Φ210 + 1
u2Φ

211),

f 111 = u2Φ110 − 1
u2Φ

111 + k lnu2(u2Φ210 − 1
u2Φ

211),

f 120 = u2Φ120 + 1
u2Φ

121 − k lnu2(u2(Φ110 − Φ220) + 1
u2 (Φ

111 − Φ211))−
−(k ln u2)2(u2Φ210 + 1

u2Φ
211),

f 121 = u2Φ120 − 1
u2Φ

121 − k lnu2(u2(Φ110 − Φ220)− 1
u2 (Φ

111 − Φ211))−
−(k ln u2)2(u2Φ210 − 1

u2Φ
211),

f 210 = u2Φ210 + 1
u2Φ

211,

f 211 = u2Φ210 − 1
u2Φ

211,

f 220 = u2Φ220 + 1
u2Φ

221 − k lnu2(u2Φ210 + 1
u2Φ

211),

f 221 = u2Φ220 − 1
u2Φ

221 − k lnu2(u2Φ210 − 1
u2Φ

211),

(1.261)

де
Φ110 = (λ110 + λ210ω)e

mω,
Φ111 = (λ111 + λ211ω)e

nω,
Φ120 = (λ120 − (λ110 − λ220)ω − λ210ω

2)emω,
Φ121 = (λ121 − (λ111 − λ221)ω − λ211ω

2)enω,
Φ210 = λ210e

mω,
Φ211 = λ211e

nω,
Φ220 = (λ220 − λ210ω)e

mω,
Φ221 = (λ221 − λ211ω)e

nω,
ω = u1

u2 − k lnu2, причому Q1 = I + ku2∂u1, Q2 = m−n
m+n

(Q1 − 2
m−n

u2∂u1),
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m2 − n2 �= 0;

f 110 = f 111 = u1Φ110,

f 120 = f 121 = (u1)2Φ120,

f 210 = f 211 = Φ210,

f 220 = f 221 = u1Φ220,

(1.262)

де ω = 1
u2 , причому Q1 = u1∂u1, Q2 = −Q1;

f 110 = λ110u
1emu2

+ λ111

u1 e
ku2

,

f 111 = λ110u
1emu2 − λ111

u1 e
ku2

,

f 120 = 1
u2 (λ120(u

1)2emu2

+ λ121e
ku2

),

f 121 = 1
u2 (λ120(u

1)2emu2 − λ121e
ku2

),

f 210 = u2(λ210e
mu2

+ λ211

(u1)2e
ku2

),

f 211 = u2(λ210e
mu2 − λ211

(u1)2e
ku2

),

f 220 = λ220u
1emu2

+ λ221

u1 e
ku2

,

f 221 = λ220u
1emu2 − λ221

u1 e
ku2

,

(1.263)

причому Q1 = u1∂u1, Q2 =
m−k
m+k(Q1 − 2

m−k∂u2), m2 − k2 �= 0;

f 110 = f 111 = u1Φ110,

f 120 = f 121 = u1Φ120,

f 210 = f 211 = u1Φ210,

f 220 = f 221 = u1Φ220,

(1.264)

де ω = u1

u2 , причому Q1 = I, Q2 = −Q1;

f ab0 = u1Φab0 + 1
u1Φ

ab1,

f ab1 = u1Φab0 − 1
u1Φ

ab1,
(1.265)

де
Φ110 = |�u|

u1 e
m
2 w(λ5 cosw + λ6 sinw + λ1),

Φ111 = |�u|
u1 e

k
2w(λ7 cosw + λ8 sinw + λ2),

Φ120 = |�u|
u1 e

m
2 w(λ6 cosw − λ5 sinw + λ3),

Φ121 = |�u|
u1 e

k
2w(λ8 cosw − λ7 sinw + λ4),

Φ210 = |�u|
u1 e

m
2 w(λ6 cosw − λ5 sinw − λ3),
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Φ211 = |�u|
u1 e

k
2w(λ8 cosw − λ7 sinw − λ4),

Φ220 = |�u|
u1 e

m
2 w(−λ5 cosw − λ6 sinw + λ1),

Φ221 = |�u|
u1 e

k
2w(−λ7 cosw − λ8 sinw + λ2),

|�u| = √
(u1)2 + (u2)2, w = 2 arctan u1

u2 , причому Q1 = I,

Q2 =
m−k
m+k(Q1 +

2
m−kJ), m

2 − k2 �= 0.
У формулах (1.249)–(1.265) Φ = Φ(ω), Φabα = Φabα(ω) — довiльнi гладкi
функцiї, λabα, λa, m, n, k — довiльнi сталi.
Доведення. Визначимо, коли система (1.218) буде iнварiантна вiдносно
розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 1). Для кожного з отриманих у тео-
ремi 1.12 зображень розширеної алгебри Пуанкаре (1.162) знайдемо функцiї

fα =

(
f 11α f 12α

f 21α f 22α

)
, при яких система (1.218) буде iнварiантна вiдносно

цих алгебр.
Розглянемо зображення операторiв

Q1 = æ1∂u1 +m1u
2∂u2, Q2 = k2∂u1 +m2u

2∂u2,

що вiдповiдають пункту 2 таблицi 1.1. Оскiльки AP1(1, 1) ⊃ AP (1, 1), то
згiдно теореми 1.14 система рiвнянь (1.218) iнварiантна вiдносно оператора
Q1, що має зображення Q1 = æ1∂u1+ 1

pu
2∂u2, тодi i тiльки тодi, коли функцiї

fα задаються формулами (1.221), (1.222). Пiдставивши координати iнфiнi-
тезимального оператора
ξ0 = c01x1 +æx0 + d0, ξ1 = c01x0 + æx1 + d1,

η1 = æk2 + c01æ1, η2 = (æm2 +
c01
p )u

2

в систему визначальних рiвнянь (1.235), (1.236) та врахувавши формули
(1.221), (1.222) одержуємо cистему незачеплених диференцiальних рiвнянь
з вiдокремлюваними змiнними

sϕ̇ = (pm2A− E)ϕ, (1.266)

де s = k2 − æ1m2, ϕ = (ϕ110, ϕ111, ϕ120, ϕ121, ϕ210, ϕ211, ϕ220, ϕ221)T ,
ϕabα = ϕabα(ω), ω = u1 − æ1 ln u

2,
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A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Роз’язавши систему рiвнянь (1.266), визначаємо вигляд функцiй ϕabα. Ви-
користавши формули (1.221), (1.222), знаходимо вигляд функцiй f a, що
задаються формулами (1.253) при k2 = −æ1, p = m, m2 = −1

p , p �= 0 та
(1.255), якщо æ1 = p = 1, k2 = m+n+2

m2−n2 , m2 =
m+n
m−n

, m2 − n2 �= 0.
Решта випадкiв доводиться аналогiчно.
Теорему 1.15 доведено.

Теорема 1.16. Система (1.218) iнварiантна вiдносно конформної агебри
AC(1, 1) (1.165) тодi i тiльки тодi, коли вона з точнiстю до перетворень
(1.158) еквiвалентна однiй з наступних систем:

�ua = e−u1 {
Ψa(u2)(u10 − u11) + Φa(u2)(u20 − u21)

}
, (1.267)

причому Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u1, Q3 = Q4 = 0;

�ua = αae
u1

(u10 + u11) + βae
u2

(u20 − u21), (1.268)

причому Q1 = ∂u1 − ∂u2, Q2 = −∂u1 − ∂u2, Q3 = Q4 = 0;

�u1 = (u
2

u1 (u
1
0 + u11)− (u20 + u21))(Φ(u

1)− 2),

�u2 = (u
2

u1 )
2Φ(u1)(u10 + u11)− u2

u1(Φ(u
1) + 2)(u20 + u21),

(1.269)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = −u2∂u2, Q3 = u1∂u2, Q4 = −u1∂u2;

�u1 = Φ(u1)(u20 + u21),

�u2 = −4u2(u20 + u21),
(1.270)

причому Q1 = u2∂u2, Q2 = −u2∂u2, Q3 = ∂u2, Q4 = −∂u2;

�u1 = αu1(u10 + u11),

�u2 = 0,
(1.271)
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причому Q1 = u1∂u1, Q2 = −u1∂u1 + γ∂u2, Q3 = − 4
α∂u1, Q4 =

4
α∂u1, α �= 0;

�u1 = α1e
u1

(u10 + u11) + α2(u
2
0 + u21),

�u2 = α3e
2u1

(u10 + u11) + (α4e
u1 − 4u2)(u20 + u21),

(1.272)

причому Q1 = ∂u1 + u2∂u2, Q2 = −∂u1 − u2∂u2, Q3 = ∂u2, Q4 = −∂u2;

�u1 = α(u2 lnu2 − u1)(u10 + u11)+

+(u2(α ln u2 + β)− αu1)β(u20 + u21),

�u2 = α(u2 lnu2 − u1)(u20 + u21),

(1.273)

причому Q1 = I + u2∂u1, Q2 = −I − u2∂u1, Q3 =
4
α∂u1, Q4 = − 4

α∂u1, α �= 0;

�u1 = (α1u
2 − 4u1)(u10 + u11) + α2u

2(u20 + u21),

�u2 = (α3u
2 − 4u1)(u20 + u21),

(1.274)

причому Q1 = I, Q2 = −I, Q3 = ∂u1, Q4 = −∂u1.
У формулах (1.267)–(1.274) Φa, Ψa, Φ — довiльнi гладкi функцiї; α, β, αa,
βa — довiльнi сталi.
Доведення. Дослiдимо, коли система (1.218) буде iнварiантна вiдносно
конформної алгебри AC(1, 1). Для кожного з отриманих в теоремi 1.13 зо-
бражень конформної алгебри знайдемо функцiї f(U), при яких система
(1.218) буде iнварiантною вiдносно даної алгебри.
Розглянемо зображення операторiв Qi, що вiдповiдає пункту 2 таблицi

1.2, тобто

Q1 = æ1∂u1 + u2∂u2, Q2 = k2∂u1 − u2∂u2, Q3 = æ3∂u2, Q4 = −æ3∂u2.

Оскiльки AC(1, 1) ⊃ AP1(1, 1), то використаємо результат теореми 1.15.
Система (1.218) iнварiантна вiдносно розширеної алгебри Пуанкаре (1.159)
з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (1.158) згiдно теореми 1.15 у
даному випадку мiстить функцiї f(U), що задаються формулами вигля-
ду (1.253) або (1.255). Вимагаючи iнварiантнiсть системи (1.218) вiдносно
операторiв конформних перетворень Kμ iз системи визначальних рiвнянь
(1.235), (1.236) отримаємо у першому випадку

f 110 = f 111 = 0, f 120 = f 121 = Φ(u1),

f 210 = f 211 = 0, f 220 = f 221 = 4u2,
(1.275)
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та

f 110 = f 111 = α1e
u1

, f 120 = f 121 = α2,

f 210 = f 211 = α3e
2u1

, f 220 = f 221 = α4e
u1 − 4u2,

(1.276)

тобто одержуємо системи вигляду (1.270) при æ1 = k2 = 0 та (1.272), якщо
æ1 = 1, k2 = −1. Система (1.218) не є конформноiнварiантною у випадку
коли функцiї f(U) задаються формулами (1.255).
Аналогiчно проводиться доведення iнших випадкiв теореми.
Теорему 1.16 доведено.
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РОЗДIЛ 2

Нелокальнi формули розмноження розв’язкiв
та умовна симетрiя рiвняння синус-Гордон

Даний роздiл присвячено знаходженню точних розв’язкiв солiтонного типу
рiвняння синус-Гордона методами нелокальної та умовної симетрiї. У цьо-
му роздiлi запропоновано iтеративну процедуру нелокального розмножен-
ня розв’язкiв, яка дозволяє будувати ланцюжки розв’язкiв типу односолi-
тонних для рiвняння синус-Гордон. Дослiджено зв’язок деяких вiдомих та
одержаних розв’язкiв з оператори умовної симетрiї рiвняння синус-Гордон,
за допомогою яких побудовано класи точних розв’язкiв даного рiвняння.
Знайдено оператори умовної симетрiї та вiдповiднi їм класи розв’язкiв для
багатовимiрного хвильового рiвняння синус-Гордон.
Розглянемо нелiнiйне хвильове рiвняння

u00 − u11 + sin u = 0, (2.1)

де u = u(x0, x1), яке в лiтературi вiдоме як рiвняння синус-Гордон (СГ). З
геометричної точки зору рiвняння синус-Гордон виникло в диференцiаль-
нiй геометрiї наприкiнцi ХIХ столiття i пов’язане iз задачею побудови чеби-
шевських сiток на поверхнях вiд’ємної кривизни [36]. В 1936 роцi вивченням
розв’язкiв рiвняння (2.1) займався нiмецький вченний Р. Штойрвальд, але
результати його дослiджень були вiдомi в той час лише небагатьом спе-
цiалiстам по геометрiї [28, 101]. У фiзицi рiвняння СГ було застосоване в
теорiї дислокацiй Я. Френкелем та Т. Канторовою [43]. Воно описує розпо-
всюдження обертань, умовних або дiйсних, у рiзних фiзичних системах [42,
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43]. Наприклад, розповсюдження флюксонiв в джозефсонiвських контак-
тах [30], розповсюдження резонансних ультрокоротких оптичних iмпульсiв
[66]. У 1958 роцi Т. Скiрм запропонував використати рiвняння Клейна-
Гордона

u00 − u11 + φ̇(u) = 0, (2.2)

де φ = φ(u) — гладка функцiя, яка описує потенцiальну енергiю поля, як
стандартну модель теорiї поля в одновимiрному просторi часу з перiоди-
чним потенцiалом φ(u) = 1− cosu [28, 98].
Рiвняння СГ є одним з найбiльш вiдомих рiвнянь теорiї солiтонiв [28],

розвиток якої бере початок iз спостереження фiзичного явища
”
solitary

ware“(вiдокремленої хвилi) британським iнженером Д.С.Расселом в 1834
роцi [1]. Однак його роботи були забутi. Пiзнiше, в 1965 роцi в роботi Н.За-
буского i М. Крускала [103] ця хвиля була названа солiтоном.
Сплеск iнтересу до солiтонiв почався в другiй половинi ХХ столiття

одночасно в декiлькох галузях науки — нелiнiйнiй електродинамiцi, фiзицi
твердого тiла, гiдродинамiцi, бiофiзицi та iн. Прикладами солiтонiв можуть
служити хвилi на мiлкiй водi, iоннозвуковi та магнiтозвуковi хвилi в плазмi,
поширення надпотужних свiтлових iмпульсiв у нелiнiйних кристалах, ан-
тициклони в атмосферi Землi, Червона пляма на Юпiтерi. Дослiдження
солiтонiв iще раз продемонструвало єднiсть нелiнiйних коливних (хвильо-
вих) процесiв рiзної природи.
Розглянемо деякi аспекти дослiдження рiвняння (2.1), а саме побудову

розв’язкiв типу солiтонних за допомогою iтеративної процедури нелокаль-
ного розмноження розв’язкiв та зв’язок вiдомих i одержаних розв’язкiв з
властивостями умовної симетрiї рiвняння.
Максимальною алгеброю iнварiантостi рiвняння синус-Гордoн (2.1) є

алгебра Пуанкаре AP (1, 1), базиснi елементи якої мають вигляд:

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, J01 = x1∂0 + x0∂1. (2.3)
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Зауваження 2.1. Оператори алгебри (2.3) породжують скiнченнi пере-
творення

x′0 = αx+ θ0, x′1 = βx+ θ1, u′ = u, (2.4)

де αx = α0x0 − α1x1, βx = β0x0 − β1x1;αμ, βμ, θμ — довiльнi сталi, якi
задовольняють наступним умовам:
α2 = −β2 = 1, αβ = 0, α2 = α2

0 − α2
1, αβ = α0β0 − α1β1, μ = 0, 1.

Piвняння СГ (2.1) iнварiантне також вiдносно так званних СРТ перетво-
рень

C : x0 → x0, x1 → x1, u→ −u,
P : x0 → x0, x1 → −x1, u→ u,

T : x0 → −x0, x1 → x1, u→ u,

(2.5)

та перетворень

x0 → x0, x1 → x1, u→ u+ 2πn, n ∈ Z. (2.6)

Тому всi викладки в цiй роботi будемо проводити з точнiстю до перетворень
(2.4), (2.5), (2.6).

2.1. Нелокальнi формули розмноження розв’язкiв

Наприкiнцi ХIХ столiття Беклунд [36, 70] запропонував нелокальнi пере-
творення вигляду:

(
2
u +

1
u

2

)

y

=
1

λ
sin

2
u − 1

u

2
,

(
2
u − 1

u

2

)

z

= λ sin

2
u +

1
u

2
(2.7)

для рiвняння СГ (2.1) записаного в конусних змiнних

uyz = sin u, (2.8)

де

y =
x1 + x0

2
, z =

x1 − x0
2

, (2.9)
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1
u,

2
u — два рiзнi розв’язки рiвняння (2.8), λ — довiльна стала. Перетворення

(2.7) зв’язують мiж собою два рiзнi розв’язки рiвняння СГ, вони є авто-
перетвореннями Беклунда (АПБ). Враховуючи те, що перетворення (2.7)
задають неявний зв’язок мiж двома розв’язками

1
u,

2
u рiвняння (2.8), то їх

важко використовувати для побудови точних розв’язкiв цього рiвняння.
За допомогою АПБ (2.7) у лiтературi побудованi деякi точнi розв’язки

рiвняння (2.8), якi одержали назву солiтонних розв’язкiв. Односолiтоннi

u = 4 arctan eθ1 (2.10)
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Мал. 1. Графiк функцiї u = 4 arctan eθ1.
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Мал. 2. Графiки функцiї u = 4 arctan eθ1 при фiксованих значеннях змiнної
x0.
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та двохсолiтоннi

u = 4 arctan(
λ2 + λ1
λ2 − λ1

· e
θ1 − eθ2

1 + eθ1+θ2
), (2.11)

де θi = λiz +
1
λi
y + ci, λi, ci — сталi, i = 1, 2, розв’язки даного рiвняння

[28, 29].

Мал. 3. Графiк функцiї u = 4 arctan(λ2+λ1

λ2−λ1
· eθ1−eθ2

1+eθ1+θ2
).
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В роботi [73] побудована формула знаходження N -солiтонних розв’язкiв
рiвняння СГ:

cosu(x0, x1) = 1− 2( ∂2

∂x0
2 − ∂2

∂x1
2 ) lnF,

F = det(Mij),

Mij = 2(ai + aj)
−1 cosh[12(θi + θj)],

θj = γj(x0 − Vjx1 − tj),

a2j = (1− Vj)(1 + Vj)
−1,

γ2j = (1− V 2
j )

−1,

(2.12)

де aj, tj — довiльнi параметри.
Для побудови солiтонних розв’язкiв рiвняння СГ може також викори-

стовуватись теорема Б’янки про перестановочнiсть [28].
Теорема Б’янкi. Нехай

0
u є розв’язком рiвняння СГ,

1
u — розв’язок,

одержаний у результатi застосування перетворення Беклунда з вико-
ристанням

0
u та параметру λ1,

2
u — розв’язок, одержаний у результатi

застосування перетворення Беклунда з використанням
0
u та параметру

λ2. Тодi новий розв’язок
3
u може бути одержаний з спiввiдношення

tan

3
u − 0

u

4
=
λ1 + λ2
λ1 − λ2

tan

1
u − 2

u

4
.

Ми пропонуємо дещо iнший пiдхiд до знаходження розв’язкiв рiвняння
СГ за допомогою АПБ (2.7). Ланцюжки розв’язкiв будемо будувати прямо
з одного розв’язку.
Нехай для простоти λ = 1. Введемо функцiональний параметр τ = τ(y, z)

за формулою:

τ = tan

2
u − 1

u

4
. (2.13)

Це дає можливiсть записати зв’язок мiж розв’язками
1
u,

2
u рiвняння СГ в

параметричному виглядi. Сформулюємо даний результат у виглядi наступ-
ної теореми.
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Теорема 2.1. Якщо
1
u — розв’язок рiвняння (2.8), то його iнший роз-

в’язок
2
u знаходиться за формулою

2
u=

1
u +4 arctan τ, (2.14)

де τ = τ(y, z) — розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

τy = −1
2(τ

2 + 1)
1
uy + τ,

τz = −1
2(τ

2 − 1) sin
1
u +τ cos

1
u .

(2.15)

Теорема 2.1 доводиться безпосередньою пiдстановкою формул (2.14),
(2.15) у рiвняння (2.8).
Таким чином, згiдно даної теореми, побудову розв’язкiв рiвняння СГ

пропонується здiйснювати в два етапи. Спочатку по вiдомому розв’язку
1
u

потрiбно знайти функцiональний параметр τ = τ(y, z), як розв’язок сис-
теми диференцiальних рiвнянь (2.15), а потiм за допомогою розв’язку

1
u i

знайденому по ньому параметру τ за формулою (2.14) знаходимо
2
u— новий

розв’язок рiвняння СГ.
На перший погляд формули (2.14), (2.15) спрощують знаходження роз-

в’язку
2
u, але, в той же час, для знаходження параметра τ потрiбно проiн-

тегрувати систему диференцiальних рiвнянь (2.15), яка є системою рiвнянь
Рiккатi. Добре вiдомо, що немає загального методу розв’язування рiвнянь
Рiккатi. Тому щодо складностi формули (2.14), (2.15), напевно, не посту-
паються формулам (2.7). Але нам вдалося помiтити одну закономiрнiсть,
яка дозволяє знаходити частинний розв’язок рiвнянь Рiккатi (2.15) (див.
лему нижче). Як вiдомо, наявнiсть частинного розв’язку рiвняння Рiккатi
дозволяє звести його до рiвняння Бернуллi, яке iнтегрується в квадрату-
рах.
Якщо для побудови розв’язкiв рiвняння СГ формули (2.14), (2.15) ви-

користовувати послiдовно декiлька разiв, то, в результатi, отримуємо ре-
курентнi формули вигляду

n+1
u =

n
u +4 arctan

n+1
τ , (2.16)
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n+1
τ y = −1

2
((

n+1
τ )2 + 1)

n
uy+

n+1
τ ,

n+1
τ z = −1

2((
n+1
τ )2 − 1) sin

n
u +

n+1
τ cos

n
u,

(2.17)

де
n
u— розв’язок рiвняння СГ на n-му кроцi,

n+1
u ,

n+1
τ —функцiї, якi знайденi

на (n + 1)-му кроцi. Ми помiтили зв’язок мiж розв’язками системи рiв-
нянь Рiккатi (2.17) на рiзних кроках. Сформулюємо цей зв’язок у виглядi
наступного твердження.
Лема 2.1. Якщо в якостi початкового розв’язку в формулах (2.16), (2.17)
вибрати тривiальний розв’язок рiвняня синус-Гордон

0
u= 0, то для систе-

ми (2.17) справедлива формула
n+1
τ 0(y, z) =

n
τ 3(−y,−z), (2.18)

де
n
τ 3(y, z) — загальний розв’язок системи (2.17) на n-му кроцi

при спецiальному виборi сталої iнтегрування,
n+1
τ 0(y, z) — частинний

розв’язок системи (2.17) на (n+ 1)-му кроцi, n = 1, 2, 3.
Опишемо знаходження точних розв’язкiв рiвняння (2.1).

1-крок. n = 1:
0
u= 0, (2.19)

тодi
1
u= 4 arctan

1
τ , (2.20)

де функцiональний параметр
1
τ є розв’язком наступної системи диференцi-

альних рiвнянь iз вiдокремлюваними змiнними
1
τ y=

1
τ ,

1
τ z=

1
τ ,

(2.21)

розв’язавши яку, одержимо
1
τ= ey+z+c1. (2.22)

Тодi
1
u= 4 arctan ey+z+c1, (2.23)
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c1 — стала iнтегрування. Цей розв’язок в лiтературi вiдомий як односолi-
тонний розв’язок рiвняння СГ [28].
Враховуючи перетворення (2.4) сталу iнтегрування c1 у формулах (2.22),

(2.23) можна опустити. Отже,
1
τ= ey+z, (2.24)

1
u= 4 arctan ey+z. (2.25)

2-крок. n = 2:
1
u= 4 arctan ey+z, (2.26)

2
u=

1
u +4 arctan

2
τ , (2.27)

де параметр
2
τ є розв’язком системи рiвнянь Рiккатi наступного вигляду:

2
τ y=M((

2
τ)2 + 1)+

2
τ ,

2
τ z= N((

2
τ)2 − 1) + L

2
τ ,

(2.28)

де M = − 1
cosh(y+z), N = sinh(y+z)

cosh2(y+z)
, L = 2 tanh2(y + z) − 1. Використавши

лему, маємо
2
τ 0(y, z) =

1
τ 3(−y,−z) = e−(y+z). (2.29)

Зробивши замiну:
2
τ= w + e−(y+z), (2.30)

де w = w(y, z) — нова невiдома функцiя, систему (2.28) зводимо до системи
рiвнянь Бернуллi

cosh(y + z)wy = (sin(y + z)− 1)w − w2,

cosh2(y + z)wz = (sin2(y + z)− 1)w + sinh(y + z)w2.
(2.31)

Загальний розв’язок системи (2.31) має вигляд

w =
2 cosh2(y + z)

ey+z(y − z + c2)− cosh(y + z))
. (2.32)
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Отже, використавши (2.32), одержуємо, що

2
τ=

(y − z + c2)e
−(y+z) + cosh(y + z)

y − z + c2 − e−(y+z) cosh(y + z)
, (2.33)

де c2 — стала iнтегрування. Пiдставивши
2
τ ,

1
u, що заданi формулами (2.33),

(2.26) вiдповiдно, у формулу (2.27), одержуємо

2
u= 4 arctan

−(y − z + c2)

cosh(y + z)
. (2.34)

Аналогiчно, як i у формулах (2.22), (2.23), з точнiстю до перетворень (2.4),
можна вважати c2 = 0. Отже,

2
τ=

(y − z)e−(y+z) + cosh(y + z)

y − z − e−(y+z) cosh(y + z)
, (2.35)

2
u= 4 arctan

−(y − z)

cosh(y + z)
. (2.36)

Зауважимо, що розв’язок (2.36) одержаний в [40] iз двохсолiтонного роз-
в’язку (2.11), якщо в ньому перейти до границi при λ2 −→ λ1.

3-крок. n = 3:

2
u= 4 arctan

−(y − z)

cosh(y + z)
, (2.37)

3
u=

2
u +4 arctan

3
τ . (2.38)

Система рiвнянь Рiккатi для знаходження
3
τ має вигляд

3
τ y= −2((y−z) sinh(y+z)−cosh(y+z))

B ((
3
τ)2 + 1)+

3
τ ,

3
τ z=

2(y−z) cosh(y+z)A
B2 ((

3
τ)2 − 1) + A2−4(y−z)2 cosh2(y+z)

B2

3
τ ,

(2.39)

де A = cosh2(y + z)− (y − z)2, B = cosh2(y + z) + (y − z)2.
Використавши лему, маємо

3
τ 0 (y, z) =

2
τ 3 (−y,−z) = (y − z)ey+z − cosh(y + z)

y − z + ey+z cosh(y + z)
. (2.40)
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Зробивши замiну
3
τ= w +

(y − z)ey+z − cosh(y + z)

y − z + ey+z cosh(y + z)
, (2.41)

де w = w(y, z) — нова невiдома функцiя, систему (2.39) зводимо до системи
рiвнянь Бернуллi

wy =
βB−4αC

βB
w − 2C

B
w2,

wz =
4(y−z)αA cosh(y+z)+β(A2−4(y−z)2) cosh2(y+z)

βB2 w+

+2(y−z)A cosh(y+z)
B2 w2,

(2.42)

де α = (y − z)ey+z − cosh(y + z), β = y − z + ey+z cosh(y + z),
C = (y − z) sinh(y + z)− cosh(y + z). Розв’язавши (2.42), одержуємо

3
τ=

−2B2 + αK

βK
, (2.43)

3
u= 4 arctan e−y−z P+B

P−B , (2.44)

де K = (y − z + ey+z cosh(y + z))((y − z)2e−(y+z) −
− 2(y − z) cosh(y + z) + f)− 4ey+z cosh4(y + z),
f = cosh(y + z)(e2(y+z) + 2) + (y + z + c)e−(y+z),
P = c+ y + z + cosh(y + z) sinh(y + z).

Випишемо ланцюжок розв’язкiв рiвняння синус-Гордон (2.8), одержаного
в результатi застосування рекурентних формул (2.16), (2.17):

0 → 4 arctan ey+z → 4 arctan
−(y − z)

cosh(y + z)
→

→ 4 arctan e−(y+z)c+ y + z + cosh(y + z) sinh(y + z) + cosh2(y + z) + (y − z)2

c+ y + z + cosh(y + z) sinh(y + z)− cosh2(y + z)− (y − z)2
.

Таким чином, враховуючи зв’язок (2.9) мiж змiнними y, z i x0, x1, одержа-
ний нами ланцюжок розв’язкiв для рiвняння СГ (2.1) має вигляд

0 → 4 arctan ex1 → 4 arctan
−x0

cosh x1
→

→ 4 arctan e−x1
c+ x1 + cosh x1 sinhx1 + cosh2 x1 + x20
c+ x1 + cosh x1 sinh x1 − cosh2 x1 − x20

.

Побудуємо графiки розв’язкiв
2
u i

3
u та їх графiки при фiксованих значеннях

змiнної x0.
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Мал. 4. Графiк функцiї
2
u= 4 arctan −x0

coshx1
.
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Мал. 5. Графiки функцiї
2
u при фiксованих значеннях змiнної x0.
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Мал. 6. Графiк функцiї

3
u= 4 arctan e−x1

c+ x1 + coshx1 sinh x1 + cosh2 x1 + x20
c+ x1 + coshx1 sinhx1 − cosh2 x1 − x20

.
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Мал. 7. Графiки функцiї
3
u при фiксованих значеннях змiнної x0.
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Оскiльки побудованi графiки одержаних розв’язкiв
2
u,

3
u зберiгають

форму єдиної хвилi з ростом часової змiнної x0, то можна припустити, що
цi розв’язки є розв’язками солiтонного типу рiвняння синус-Гордон.
З кожним наступним кроком процедури розмноження розв’язкiв рiв-

няння СГ, запропонованої в теоремi (2.1) рiзко зростає громiздкiсть перет-
ворень даного алгоритму. Тому було природньо наступнi кроки доручити
ЕОТ.
За допомогою програми Maple нам вдалося проробити ще два кроки

вказаного алгоритму. в результатi одержали наступнi результати

4
u= 4 arctan

(23x
3
0 + 2x0 + c4) coshx1 − 2x0x1 sinhx1

1
3
x40 − c4x0 + x21 + cosh2 x1

, (2.45)

5
u= 4 arctan ex1

(cosh2 x1 + A−B)e2x1 + C +D

cosh2 x1 + A+ B + (C −D)e2x1
, (2.46)

де A = 1
9x

6
0 +

1
6x

4
0 +

3
2x

2
0 + x20x

2
1 − 1

2x
2
1 + 2c5x1,

B = 1
3
x40x1 + 2x20(x1 + c5)− x1(x

2
1 + 1) + c5,

C = 1
6x

4
0 +

3
2x

2
0 +

1
2x

2
1, D = (x20 + 1)x1 − c5.

Побудуємо графiки розв’язкiв
4
u i

5
u.
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Мал. 8. Графiк функцiї

4
u= 4 arctan

(23x
3
0 + 2x0 + c4) coshx1 − 2x0x1 sinh x1

1
3x

4
0 − c4x0 + x21 + cosh2 x1

.
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Мал. 9. Графiки функцiї
4
u при фiксованих значеннях змiнної x0.
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Мал. 10. Графiк функцiї

5
u= 4 arctan ex1

(cosh2 x1 +A−B)e2x1 + C +D

cosh2 x1 + A+ B + (C −D)e2x1
.
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Мал. 11. Графiки функцiї
5
u при фiксованих значеннях змiнної x0.

103



Проаналiзувавши графiки одержаних розв’язкiв та їх проекцiй, ми бачимо,
що всi вони мають вигляд хвилi, що не змiнює свою форму зi змiною часу.
У звязку з цим можна зробити висновок, що знайденi нами розв’язки

2
u —

5
u, як i

1
u, є односолiтонними розв’язками рiвняння синус-Гордон.

2.2. Умовна iнварiантнiсть одновимiрного рiвняння
синус-Гордон

Проаналiзуємо, чи можна знайденi в попередньому пiдроздiлi розв’язки
отримати за допомогою лiєвської симетрiї рiвняння СГ. Розв’язок

1
u= 4 arctan ex1 (2.47)

є iнварiантним вiдносно алгебри (2.3). Умова iнварiантостi розв’язку

Φ(x0, x1, u) = u− 4 arctan ex1 = 0 (2.48)

вiдносно оператора

X = c0∂0 + c1∂1 + k(x1∂0 + x0∂1)

має вигляд

XΦ|Φ=0 = 0, (2.49)

тобто
XΦ = −4(c1 + kx0)

ex1

1 + e2x1
= 0,

звiдки c1 = k = 0, X = ∂0. Отже, розв’язок
1
u, що має вигляд (2.47)

можна отримати за допомогою лiєвської симетрiї. Розв’язки
2
u= 4 arctan

−x0
coshx1

(2.50)

i

3
u= 4 arctan e−x1

x1 + coshx1 sinh x1 + cosh2 x1 + x20
x1 + coshx1 sinh x1 − cosh2 x1 − x20

(2.51)
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не можна отримати з лiєвської симетрiї, оскiльки умова (2.49) для них ви-
конується лише при c0 = c1 = k = 0. Дослiдимо, чи можна отримати данi
pозв’язки iз умовної симетрiї (поняття умовної симетрiї введено в [58]).
Узагальнимо розв’язок

2
u наступним чином

u = 4 arctan
ϕ(x0)

cosh x1
, (2.52)

де ϕ(x0) — довiльна гладка функцiя. Формулу (2.52) можна розглядати
як анзац, побудований по деякому диференцiальному оператору першого
порядку, який ми запишемо у виглядi

Q = A∂0 +B∂1 + C∂u, (2.53)

де A = A(x0, x1, u), B = B(x0, x1, u), C = C(x0, x1, u) — довiльнi гладкi
функцiї. З умови (2.49) iнварiантостi розв’язку (2.52) вiдносно оператора
Q одержимо Φ(I0, I1) = 0, aбо I1 = ϕ(I0), де

I0 = x0, I1 = coshx1 tan
u

4
. (2.54)

Внаслiдок того, що I0, I1 є iнварiантами оператора Q, то

QI0 = 0,

QI1 = 0.
(2.55)

Розв’язком системи (2.55) є функцiї

A = 0, C = −2B tanhx1 sin
u

2
. (2.56)

Отже, Q = B(∂1 − 2 tanhx1 sin
u
2∂u). Нехай B = 1, тодi один iз операторiв,

що породжує анзац (2.52), має вигляд

Q = ∂1 − 2 tanhx1 sin
u

2
∂u. (2.57)

Розв’язок (2.47) узагальнимо наступним чином

u = 4 arctan(ex1ϕ(x0)). (2.58)

Не важко переконатися, що анзац (2.58) породжується оператором

Q = ∂1 + 2 sin
u

2
∂u. (2.59)
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Анзац

u = 4 arctan e−x1
c+ x1 + cosh x1 sinh x1 + cosh2 x1 + ϕ2(x0)

c+ x1 + cosh x1 sinh x1 − cosh2 x1 − ϕ2(x0)
, (2.60)

який узагальнює розв’язок
3
u, породжується оператором

Q = ∂1 + η∂u, (2.61)

де

η = −2(sin
u

2
− 2 coshx1

cos u
2
+ sinh x1 sin

u
2

c+ x1 + cosh x1 sinh x1
). (2.62)

Оператори (2.57), (2.59), (2.61) є операторами умовної симетрiї рiвняння
СГ. Це випливає iз наступної теореми.

Теорема 2.2. Рiвняння (2.1) iнварiантне вiдносно оператора

Q = ∂1 + η(x1, u)∂u (2.63)

при додаткових умовах

u20 − u21 + Φ(x1, u) = 0, (2.64)

Qu = u1 − η = 0, (2.65)

де

Φ =
1

ηuu
T, ηuu �= 0, (2.66)

T = η cosu− ηu sin u− 2ηη1u − η11, (2.67)

Φ1 + ηΦu − 2ηuΦ− 2ηη1 = 0. (2.68)

Доведення. Для доведення теореми використаємо означення умовної
iнварiантностi [58], згiдно якого необхiдно довести, що

Q̃S = f 1S + f 2S1 + f 3S2, Q̃S1 = f 4S + f 5S1 + f 6S2, (2.69)

де f i — деякi неперервно-диференцiйованi функцiї, i = 1, 6, Q̃ — продов-
ження оператора Q. В нашому випадку
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S = �u + sin u,
S1 = u20 − u21 + Φ,
S2 = Qu = u1 − η.
Подiявши оператором Q̃ на S та S1 одержимо

Q̃S = ηuS + ηuuS1 + 2η1uS2−
−(ηuuΦ− η cosu+ ηu sin u+ 2ηη1u + η11),

Q̃S1 = −2ηuS1 − 2η1S2 + (Φ1 + ηΦu − 2ηuΦ− 2ηη1).

(2.70)

Звiдки
ηuuΦ− η cosu+ ηu sin u+ 2ηη1u + η11 = 0,

Φ1 + ηΦu − 2ηuΦ− 2ηη1 = 0.

Будемо вважати, що ηuu �= 0, так як в протилежному випадку оператор
(2.63) буде оператором лiєвської симетрiї рiвняння (2.1). В результатi отри-
маємо формули (2.66)–(2.68).
Теорему 2.2 доведено.
Зауваження 2.2. Неважко переконатися, що оператори (2.57), (2.59),

(2.61) задовольняють умовам теореми 3.2 i тому є операторами умовної
iнварiантностi рiвняння (2.1).
Знайденi оператори Q задовольняють умовi

ηuu = −1

4
η, (2.71)

тобто

η = C1(x1) cos
u

2
+ C2(x) sin

u

2
, (2.72)

звiдки, враховуючи (2.66)–(2.68), одержимо:

C̈1 = (
�C2

2
+ k)C1, C̈2 = (

�C2

2
+ k − 1)C2 (2.73)

при умовi C1 �= 0, C2 �= 0.
Нехай

C2 = C1 sinh x1 − 2. (2.74)
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Тодi (2.73) зводиться до рiвняння Рiккатi

Ċ1 = −1

2
C2

1 cosh x1 + C1 tanhx1 − k + 1

cosh x1
. (2.75)

Якщо k = −1, то (2.75) — рiвняння Бернуллi. Його загальний розв’язок
приводить до операторiв (2.61), (2.62).
Якщо k �= −1. Частинний розв’язок (2.75) шукаємо у виглядi

C1 =
a

sinh x1
, a = const. (2.76)

Пiсля пiдстановки (2.76) в (2.75) одержимо

−a cosh x1
sinh2 x1

= −a
2 cosh x1

2 sinh2 x1
+

a

coshx1
− k + 1

coshx1
. (2.77)

Рiвнiсть (2.77) можлива лише при a = 2, k = 1. У цьому випадку загаль-
ний розв’язок рiвняння (2.75) має вигляд

C1 =
2(x1 + C)

(x1 + C) sinhx1 − coshx1
, c = const. (2.78)

Тодi з (2.74) при умовi (2.78) знаходимо

C2 =
2 coshx1

(x1 + C) sinhx1 − coshx1
. (2.79)

Отже, ми одержали новий оператор:

Q = ∂1 + 2
(x1 + C) cos u

2
+ cosh x1 sin

u
2

(x1 + C) sinhx1 − cosh x1
∂u. (2.80)

Щоб побудувати анзац по оператору (2.80) необхiдно розв’язати рiвняння

d(u2)

dx1
=

(x1 + C) cos u
2 + cosh x1 sin

u
2

(x1 + C) sinhx1 − coshx1
, (2.81)

яке замiною

w = tan
u

4
, (2.82)

зводиться до рiвняння Рiккатi

w′ =
1

2

(x1 + C)(1− w2) + 2w coshx1
(x1 + C) sinhx1 − cosh x1

. (2.83)
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2.3. Умовна iнварiантнiсть багатовимiрного
рiвняння синус-Гордон

Розглянемо багатовимiрне рiвняння СГ

�u+ sinu = 0, (2.84)

де u = u(x), x = (x0, �x), �x ∈ R
n. Аналогiчно, як i для одновимiрного

рiвняння СГ, доводиться наступне твердження.
Теорема 2.3. Рiвняння (2.84) iнварiантне вiдносно оператора

Q = ∂n + η(xn, u)∂u (2.85)

при додаткових умовах

uμu
μ + Φ(xn, u) = 0, (2.86)

Qu = un − η = 0, (2.87)

де

Φ =
1

ηuu
T, ηuu �= 0, (2.88)

T = η cosu− ηu sin u− 2ηηnu − ηnn, (2.89)

1

η2uu
(ηnuu + ηηuuu + 2ηuηuu)T − 1

ηuu
(Tn + ηTu) + 2ηηn = 0. (2.90)

Зауваження 2.3. За допомогою прямої перевiрки можна переконатися,
що оператори

Q = ∂n + 2 sin
u

2
∂u, (2.91)

Q = ∂n − 2 tanhxn sin
u

2
∂u, (2.92)

Q = ∂n + η∂u, η = −2(sin
u

2
− 2 coshxn

cos u
2
+ sinh xn sin

u
2

c+ xn + cosh xn sinh xn
) (2.93)
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задовольняють умови теореми 3.3, тобто є операторами умовної симетрiї
рiвняння (2.84).
Оператору (2.91) вiдповiдає анзац

u = 4 arctan(exnϕ(x0, ..., xn−1)), (2.94)

який редукує рiвняння (2.84) до системи рiвнянь

�ϕ = 0,

ϕsϕ
s = 0, s = 0, n− 1.

(2.95)

Оператору (2.92) вiдповiдає анзац

u = 4 arctan
ϕ(x0, ..., xn−1)

cosh xn
, (2.96)

який редукує рiвняння (2.84) до системи рiвнянь

�ϕ = 0,

ϕsϕ
s − 1 = 0, s = 0, n− 1.

(2.97)

Оператору (2.93) вiдповiдає анзац

u = 4 arctan e−xn
c+ xn + coshxn sinhxn + cosh2 xn + ϕ2

c+ xn + coshxn sinhxn − cosh2 xn − ϕ2
, (2.98)

де ϕ = ϕ(x0, x1, ..., xn−1). Анзац (2.98) редукує рiвняння (2.84) також до
системи рiвнянь (2.97).
Узагальнимо анзаци (2.94), (2.96) наступним чином

u = 4 arctanϕψ, (2.99)

де ϕ = ϕ(x0, ..., xn−1), ψ = ψ(xn) — невiдомi функцiї. Пiдставивши (2.99) у
рiвняння (2.84), одержимо

ϕ2�ϕ− 2ϕϕsϕ
s − ϕ3 +

1

ψ2
(�ϕ+ ϕ)− ψ̈

ψ3
ϕ + (2

ψ̇2

ψ2
− ψ̈

ψ
)ϕ3 = 0, (2.100)
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де s = 0, n− 1. Врахувавши, що функцiї φ, ψ залежать вiд рiзних аргумен-
тiв, з рiвняння (2.100) отримуємо два суттєво рiзнi випадки:

ψ̈ − 2λ1ψ
3 = 0,

ψψ̈ − 2ψ̇2 + 2λ2 = 0,

S3 − 2λ1ϕ = 0,

S4 + 2λ2ϕ
3 = 0;

(2.101)

ψ̈ − 2λ1ψ = 0,

ψψ̈ − 2ψ̇2 + 2λ2ψ
2 = 0,

S3 + 2λ2ϕ
3 = 0,

S4 − 2λ1ϕ = 0,

(2.102)

де λ1, λ2 — довiльнi сталi, S3 = ϕ2�ϕ− 2ϕϕsϕ
s−ϕ3, S4 = �ϕ+ϕ. Розгля-

немо кожен iз отриманих випадкiв окремо. Iз (2.101) випливає, що вигляд
функцiї ψ визначаємо, як∫

dψ√
λ1ψ4 + λ2

= xn. (2.103)

Зробивши замiну

w =

∫
dϕ√

λ2ϕ4 + ϕ2 + λ1
(2.104)

з двох останнiх рiвнянь системи (2.101), одержимо

�w = 0,

wsw
s + 1 = 0, s = 0, n− 1.

(2.105)

Зауваження 2.4. Якщо у формулах (2.103), (2.104) λ1 = 1, λ2 = 0,
то одержимо розв’язок рiвняння СГ, який виражається через елементарнi
функцiї та функцiю w за формулою

u = −4 arctan
sinhw

xn
. (2.106)

Якщо ж в формулах (2.103), (2.104) λ1 = 0, λ2 = 1, то одержимо розв’язок
вигляду

u = −4 arctan
xn

sinhw
, (2.107)
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який за допомогою перетворень (2.5), (2.6) зводиться до (2.106). При всiх
iнших значеннях параметрiв λ1, λ2 розв’язки рiвняння СГ вигляду (2.99)
виражаються через елiптичнi функцiї (див., наприклад, [3]).
З (2.102) при λ1 = λ2 =

1
2 одержимо наступний розв’язок

u = 4 arctan exnϕ(x0, ..., xn−1), (2.108)

де функцiя ϕ виражається з (2.104), а функцiя w є розв’язком системи

�w = 0,

wsw
s = 0, s = 0, n− 1.

(2.109)

Повний аналiтичний опис множини гладких розв’язкiв систем (2.95),
(2.97), (2.105), (2.109) у випадку n = 4 зроблений в роботi [50]. Вiдомо (див.
[50] ), що загальний розв’язок системи (2.95) задається однiєю iз формул

ϕ(x) = As(τ1, τ2)x
s + B(τ1, τ2), s = 0, 3, (2.110)

де функцiї τk = τk(x), k = 1, 2, визначаються неявно:
∂As(τ1,τ2)

∂τk
xs + ∂B(τ1,τ2)

∂τk
=0, k = 1, 2,

As(τ1, τ2), B(τ1, τ2) — довiльнi функцiї, що пов’язанi спiввiдношеннями
AsA

s = 0, ∂As(τ1,τ2)
∂τk

∂As(τ1,τ2)
∂τn

= 0, k, n = 1, 2;

G(u, As(u)xs, Bs(u)xs) = 0, (2.111)

де G ∈ C
1 — довiльна функцiя, As(u), Bs(u) — довiльнi гладкi функцiї, якi

пов’язанi спiввiдношеннями
AsA

s = BsB
s = AsB

s = 0.
Загальний розв’язок систем (2.97), (2.105) (див. [50]) має вигляд

ϕ(x) = As(τ)xs + R1(τ), s = 0, 3, (2.112)

де функцiя τ = τ(x) визначається неявно Bs(τ)xs + R2(τ) = 0, функцiї
As(τ), Bs(τ), R1(τ), R2(τ) пов’язанi спiввiдношеннями

AsA
s = ±1, ȦsB

s = 0, AsB
s = 0, BsB

s = 0.
Повний аналiтичний опис множини гладких розв’язкiв систем (2.95),

(2.97), (2.105), (2.109) проведений також у роботах [99, 100], [67]. У результатi
цього в даному пiдроздiлi отримано цiлi класи точних розв’язкiв багатови-
мiрного рiвняння синус-Гордон.
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