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СИМЕТРIЙНI ВЛАСТИВОСТI СИСТЕМИ РIВНЯНЬ
РЕАКЦIЇ-КОНВЕКЦIЇ-ДИФУЗIЇ

З точнiстю до неперервних перетворень еквiвалентностi встановлено вигляд нелiнiйних си-
стем реакцiї-конвекцiї-дифузiї, iнварiантних вiдносно алгебри Галiлея. Для одержаних систем
дослiджено можливостi розширення алгебри Галiлея операторами масштабних та проектив-
них перетворень.

The appearance of a Galilean algebra and it’s extensions, in respect to which the system of
nonlinear reaction-convection-diffusion equations can be invariant, is investigated. The kind of
nonlinearities, with which this system is invariant in respect to that algebra is determined to
within continuous equivalence transformations.

При описi рiзних явищ природи ча-
сто приходять до математичних моделей у
виглядi систем диференцiальних рiвнянь.
Бiльшiсть таких систем, як правило, мiстять
одну чи кiлька довiльних функцiй i тому
вони утворюють певнi класи систем дифе-
ренцiальних рiвнянь. Актуальною є зада-
ча вiдбору з деякого класу систем тих, якi
найбiльш точно описують процеси, що до-
слiджуються. Оскiльки бiльшiсть основних
фiзичних процесiв задовольняють принцип
вiдносностi Галiлея чи Пуанкаре–Енштейна,
то i рiвняння, якi їх описують, повиннi та-
кож бути iнварiантнi вiдносно алгебри Галi-
лея чи алгебри Пуанкаре. Тому вимога iнва-
рiантностi диференцiальних рiвнянь вiдно-
сно тiєї чи iншої групи перетворень, наяв-
нiсть широкої симетрiї рiвняння може слу-
жити критерiєм вiдбору його в якостi ма-
тематичної моделi опису конкретного фiзи-
чного процесу. У зв’язку з цим актуальною
є задача: по заданiй групi перетворень по-
будувати математичну модель (систему рiв-
нянь), що володiє зазначеною симетрiєю.

В данiй роботi нами розв’язано таку зада-
чу для системи нелiнiйних рiвнянь реакцiї-
конвекцiї-дифузiї

U0 = ∂1[F (U)U1] + G(U)U1 + H(U), (1)

де U =

(
u1

u2

)
, H (U) =

(
h1(U)
h2(U)

)
,

F (U) =

(
f 11(U) f 12(U)
f 21(U) f 22(U)

)
,

G(U) =

(
g11(U) g12(U)
g21(U) g22(U)

)
, ua = ua(x0, x1)

— довiльнi гладкi функцiї, U0 = ∂U
∂x0

, U1 =
∂U
∂x1

, ∂1 = ∂
∂x1

, x0 — часова, x1 — просторова
змiннi.

В класi систем (1) мiстяться системи, якi
широко застосовуються в теорiї процесiв те-
пломасопереносу, дифузiї, описують еволю-
цiю температури та густини у термоядернiй
плазмi, iншi фiзичнi та бiохiмiчнi процеси.
Але симетрiйнi властивостi цiєї системи за-
лишаються не дослiдженими в повнiй мiрi.
Повну групову класифiкацiю нелiнiйних си-
стем класу (1) досi не проведено.

Дослiдженню симетрiйних властивостей
такого класу систем придiляло увагу багато
авторiв. При рiзних виглядах сталої матри-
цi дифузiї F = Λ та G = 0 одержали ваго-
мi результати В.I. Фущич та Р.М. Чернiга
[9]-[11], А.Г. Нiкiтiн [22]-[25], А.Г. Нiкiтiн та
Р. Вiлтшир [26], [27], Р.М. Чернiга та Дж.
Кiнг [13]–[16]. При F = E,H = 0 симетрiйнi
властивостi системи (1) вивчались в роботах
[1], [6], [17] а при довiльних матрицях F i H
та G = 0 галiлеївська iнварiантнiсть системи
(1) дослiджена в роботi [5].

Добре вiдомо, що лiнiйна система рiвнянь
дифузiї

U0 = ΛU11, (2)
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де Λ–стала матриця, iнварiантна вiдносно
алгебри Галiлея з базисними генераторами

AG(1, 1) =< ∂0 = ∂
∂x0

, ∂1 = ∂
∂x1

,

G = x0∂1 + x1Q1, Q1, >,
(3)

та її розширень операторами масштабних

D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q3 (4)

та проективних перетворень

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 +

x2
1

2
Q1 + x0Q3, (5)

де Qc = ηcb(u)∂ub , ηab(u) – деякi заданi фун-
кцiї, якi залежать вiд вигляду матрицi Λ.

Комутацiйнi спiввiдношення мiж опера-
торами (3)–(5) мають вигляд

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂0, Q1] = 0,
[∂1, G] = Q1, [∂1, Q1] = 0, [G,Q1] = 0.

(6)
[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1,
[G,D] = −G, [Q1, D] = 0.

(7)

[∂0, Π] = D, [∂1, Π] = G,
[G, Π] = 0, [Q1, Π] = 0, [D, Π] = 2Π.

(8)

Алгебра AG2(1, 1) операторiв (3)–(5) є одно-
вимiрною проекцiєю багатовимiрної алгебри
AG2(1, n):

∂0 = ∂
∂x0

, ∂a = ∂
∂xa

, Jab = xa∂b − xb∂a,

Ga = x0∂a + xaQ1, Q1,
(9)

D = 2x0∂0 + xa∂a + Q3 (10)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 +

−→x 2

2
Q1 + x0Q3. (11)

В свiй час В.I. Фущич запропонував ал-
гебру операторiв (9) назвати алгеброю Га-
лiлея i позначати AG(1,n), алгебру (9), (10)
— розширеною алгеброю Галiлея AG1(1, n),
алгебру (9), (10), (11) — узагальненою алге-
брою Галiлея AG2(1, n). Це пов’язано з тим,
що оператори Ga породжують перетворення
Галiлея часової та просторових змiнних

x
′
0 = x0, x

′
a = xa + vax0, va − const. (12)

З алгебраїчної точки зору алгебру визна-
чають не перетворення, якi вона породжує,

а комутацiйнi спiввiдношення мiж базисни-
ми генераторами даної алгебри.

Комутацiйнi спiввiдношення мiж опера-
торами алгебри (3) мають вигляд (6).

Таким чином, алгеброю Галiлея AG(1, 1)
будемо називати одну з реалiзацiй чотири-
вимiрної лiнiйної алгебри диференцiальних
операторiв 1-го порядку 〈X1, X2, X3, X4〉,
для якої виконуються наступнi комутацiйнi
спiввiдношення:

[X1, X2] = 0, [X1, X3] = X2, [X1, X4] = 0,
[X2, X3] = X4, [X3, X4] = 0, [X2, X4] = 0.

(13)
Поставимо задачу: дослiдити , при яких

нелiнiйностях fab, gab, ha система (1) iнварi-
антна вiдносно алгебри Галiлея та її розши-
рень. При цьому алгеброю Галiлея AG(1, 1)
будемо називати одну з реалiзацiй чотири-
вимiрної лiнiйної алгебри диференцiальних
операторiв, для якої виконуються комута-
цiйнi спiввiдношення (13).

Основна група перетворень
еквiвалентностi

Важливе значення при дослiдженнi си-
метрiйних властивостей вiдiграють перетво-
рення еквiвалентностi. Вони дозволяють по-
дiлити клас систем на нееквiвалентнi пiд-
класи. Видiливши в кожному пiдкласi ка-
нонiчний представник, достатньо дослiдити
тiльки його симетрiйнi властивостi, а потiм
поширити одержанi результати на всi систе-
ми даного пiдкласу.

Дослiдимо групу неперервних перетво-
рень еквiвалентностi системи рiвнянь (1),
застосувавши метод, запропонований в ро-
ботах [3], [12].

Лема 1. Групою неперервних перетво-
рень еквiвалентностi системи (1) є група,
координати iнфiнiтезiмального оператора

E = ξµ(x0, x1, U)∂µ + ηa(x0, x1, U)∂ua+
+ζab(x0, x1, U, F,G, H)∂fab+
+σab(x0, x1, U, F, G, H)∂gab+
+χa(x0, x1, U, F, G, H)∂ha

(14)
якої задаються формулами

ξ0 = æ0x0 + d0, ξ
1 = æ1x1 + gx0 + d1, (15)
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ηa = αabu
b + βa, (16)

ζab = (2æ1 − æ0)f
ab + αacf

cb − αcbf
ac,

σab = (æ1 − æ0)g
ab + αacg

cb−
−αcbg

ac + δabg,
χa = −æ0h

a + αabh
b,

(17)
де æµ, dµ, g, αab, βa — груповi параметри,
µ =
= 0; 1, a, b, c = 1; 2.

Зауважимо, що всi подальшi мiркування
проведено з точнiстю до перетворень еквiва-
лентностi

x
′
0 = a0x0 + b0, x

′
1 = a1x1 + cx0 + b1,

ua′ = γabu
b + δa,

(18)

де aµ, bµ, c, γab, δa — довiльнi сталi, µε{0, 1},
a, bε{1, 2}, якi випливають з формул (15),
(16).

Основна алгебра iнварiантностi.
Система визначальних рiвнянь.

Означення 1. Основною алгеброю iн-
варiантностi системи (1) назвемо алгебру,
вiдносно якої дана система iнварiантна при
довiльних нелiнiйностях F,G, H.

Теорема 1 Основною алгеброю iнварi-
антностi системи (1) є алгебра

A0 =< ∂0, ∂1 > . (19)

Доведення теореми проводимо на осно-
вi алгоритму Лi (див., наприклад, [4]).
При цьому одержимо систему визначаль-
них рiвнянь для знаходження координат
iнфiнiтезимального оператора та функцiй
fab, gab, ha:

ηcfab
uc + (ξ0

0 − 2ξ1
1)f

ab + ηc
ubf

ac − ηa
ucf cb = 0,

ηcgab
uc + (ξ0

0 − ξ1
1)g

ab + ηc
ubg

ac − ηa
ucgcb+

+ηc
1(f

ab
uc + fac

ub ) + 2ηc
1ubf

ac − ξ1
11f

ab + δabξ
1
0 = 0,

ηcha
uc + ξ0

0h
a − ηa

uchc + ηb
11f

ab + ηb
1g

ab − ηa
0 = 0,
(20)

ξ0
ua = ξ1

ua = ξ0
1 = 0, (21)

fdbηa
ucud + fdcηa

ubud = 0. (22)
Якщо систему (20)–(22) розщепити по до-
вiльних функцiях fab та їх похiдних, то одер-
жимо, що

ξ0 = d0, ξ
1 = d1, η = 0. (23)

Iнфiнiтезимальниий оператор з координата-
ми (23) породжує алгебру (19).

Зображення алгебри Галiлея.
Iнварiантнiсть системи (1) вiдносно

алгебри Галiлея.

Знайдемо зображення алгебри Галiлея
(13), вiдносно якої може бути iнварiантна
система (1).

Система (22) є лiнiйною однорiдною ал-
гебраїчною системою рiвнянь вiдносно ηa

ubuc .
Головний визначник даної системи має ви-
гляд

∆ = (f 11 + f 22)(f 11f 22 − f 12f 21). (24)

Оскiльки матриця F складається з коефi-
цiєнтiв дифузiї, то визначник (24) вiдмiнний
вiд нуля. Це означає, що система (22) має
лише тривiальний розв’язок

ηa
ubuc = 0. (25)

Таким чином, враховуючи рiвняння (21),
(25), приходимо до висновку, що найбiльш
загальний вигляд операторiв iнварiантностi
системи (1) наступний

Xi = Ai(x0)∂0 + Bi(x0, x1)∂1+
+[αiab(x0, x1)u

b + βia(x0, x1)]∂ua
(26)

де Ai, Bi, αiab, βia — довiльнi гладкi функцiї
вiдповiдних аргументiв, i = 1, 4, a, b = 1, 2.

Так як система (1) iнварiантна вiдносно
алгебри A0, то в якостi двох операторiв ал-
гебри AG(1, 1) вiзьмемо оператори ∂0, ∂1.

Оскiльки [∂0, ∂1] = 0, то з умов (13) ви-
пливають наступнi можливостi:

а) (∂0, ∂1) = (X1, X2), б) (∂0, ∂1) =
(X1, X4),

в) (∂0, ∂1) = (X3, X4), г) (∂0, ∂1) =
(X2, X4).

Розглянемо кожен випадок окремо.
а) (∂0, ∂1) = (X1, X2). В ролi операторiв

X3, X4 вiзьмемо довiльнi оператори вигляду
(26).

X3 = A3(x0)∂0 + B3(x0, x1)∂1+
+[α3ab(x0, x1)u

b + β3a(x0, x1)]∂ua ,
X4 = A4(x0)∂0 + B4(x0, x1)∂1+
+[α4ab(x0, x1)u

b + β4a(x0, x1)]∂ua ,

(27)
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де A3, A4, B3, B4, α3ab, α4ab, β3aβ4a — довiльнi
гладкi функцiї вiдповiдних аргументiв, якi
пiдлягають визначенню за формулами (13).

З комутацiйних умов [X1, X4] = 0 та
[X2, X4] = 0 одержуємо, що

A4 = c1, B
4 = c2, α

4ab = α1
ab, β

4a = β1
a,
(28)

де c1, c2, α
1
ab, β

1
a — довiльнi сталi. Так як лi-

нiйна комбiнацiя операторiв алгебри є також
оператором з даної алгебри, то, не втрача-
ючи довiльностi, можна вважати, що c1 =
c2 = 0.

Отже,

X4 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua . (29)

З комутацiйних спiввiдношень [X1, X3] = X2

i [X2, X3] = X4 маємо

A3 = c3, B
3 = x0 + c4,

α3ab = α1
abx1 + α2

ab, β
3a = β1

ax1 + β2
a,

(30)

де c3, c4, α
2
ab, β

2
a — довiльнi сталi. Аналогiчно,

як i у випадку оператора X4, не втрачаючи
загальностi, можна вважати c3 = c4 = 0. От-
же,

X3 = x0∂1 + x1Q1 + Q2, (31)

де
Q2 = (α2

abu
b + β2

a)∂ua . (32)

Iз умови [X3, X4] = 0 маємо

[Q1, Q2] = 0. (33)

В результатi одержуємо, що алгебра
AG(1, 1) має реалiзацiю

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1,
G = x∂0∂1 + x1Q1 + Q2, Q1 >,

(34)

де оператори Q1 i Q2 задаються формулами
(29), (32) та зодовольняють умову (33).

Розглянемо випадок б) (∂0, ∂1) =
(X1, X4).

Аналогiчно, як i у випадку а), в якостi
X2, X3 вiзьмемо наступнi оператори

X2 = A2(x0)∂0 + B2(x0, x1)∂1+
+[α2ab(x0, x1)u

b + β2a(x0, x1)]∂ua ,
X3 = C3(x0)∂0 + D3(x0, x1)∂1+
+[γ3ab(x0, x1)u

b + σ3a(x0, x1)]∂ua ,

(35)

де A2, B2, C3, D3, α2ab, β2a, γ3ab, σ3a — довiль-
нi функцiї вiдповiдних аргументiв, якi пiд-
лягають уточненню за формулами (13). З
умов [X1, X2] = 0 та [X2, X4] = 0 аналогi-
чно, як i у випадку а), одержуємо

A2 = B2 = 0, α2ab = α1
ab, β

2a = β1
a, (36)

де α1
ab, β

1
a - довiльнi сталi. Отже,

X2 = Q1 = (α1
abu

b + β1
a)∂ua . (37)

З комутацiйних спiввiдношень [X1, X3] =
= X2, [X4, X3] = 0 знаходимо

C3 = D3 = 0, γ3ab = x0α
1
ab+γ2

ab, β
3a = x0β

1
a+β2

a,
(38)

де γ2
ab, β

2
a — довiльнi сталi. Отже,

X3 = x0Q1 + Q2, (39)

де
Q2 = (γ2

abu
b + β2

a)∂ua. (40)

З комутацiйних спiввiдношень [X2, X3] = X4

одержуємо
[Q1, Q2] = ∂1,

що є неможливим.
Аналогiчно доводиться, що випадки в) i

г) також неможливi.
Зауважимо, що реалiзацiя алгебри (13)

вигляду (34) одержана i в роботi [28], де з то-
чнiстю до довiльних локальних перетворень
встановленi нееквiвалентнi реалiзацii алгебр
розмiрностi до 4-х включно.

У роботi [1] встановлено, що iснує 6 рi-
зних зображень оператора Q1 вигляду (29),
нееквiвалентних вiдносно перетворень (18).
А в роботi [6] показано, що з врахуванням
(33) i з точнiстю до перетворень еквiвален-
тностi (18) можливi наступнi нееквiвалентнi
набори операторiв Q1, Q2:

Q1 = ∂u1 , Q2 = k2∂u2 + m2u
2∂u1 , (41)

Q1 = k1∂u1 + m1u
2∂u2 ,

Q2 = k2∂u1 + m2u
2∂u2 ,

(42)

Q1 = k1∂u1 + u1∂u2 ,
Q2 = k2∂u2 ,

(43)

Q1 = k1u
1∂u1 + m1u

2∂u2 ,
Q2 = k2u

1∂u1 + m2u
2∂u2 ,

(44)
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Q1 = k1I + m1u
2∂u1 ,

Q2 = k2I + m2u
2∂u1 ,

(45)

Q1 = k1I + k2J,
Q2 = m1I + m2J,

(46)

де I = u1∂u1 + u2∂u2 , J = u2∂u1 − u1∂u2 ,
k1, k2,m1,m2 — довiльнi сталi, такi, щоб не
було перетину мiж випадками (41)-(46).

Таким чином, єдино можливою реалiзацi-
єю алгебри AG(1, 1) для системи (1) є алге-
бра (34), де опреатори Q1, Q2 мають вигляд
одного з шести вище наведених випадкiв.

Нами знайдено 13 нееквiвалентних вiдно-
сно перетворень (18) виглядiв нелiнiйностей
F,G, H, при яких система (1) iнварiантна
вiдносно алгебри Галiлея (34), якi ми не на-
водимо в силу їх громiздкостi.

Зображення розширеної алгебри
Галiлея. Iнварiантнiсть системи (1)

вiдносно розширеної алгебри Галiлея.

Розширимо алгебру Галiлея (13) операто-
ром масштабних перетворень X5, для якого
виконуються наступнi комутацiйнi спiввiд-
ношення

[X1, X5] = 2X1, [X2, X5] = X2,
[X3, X5] = −X3, [X4, X5] = 0.

(47)

Встановимо зображення розширеної алге-
бри Галiлея вигляду (47), вiдносно якої мо-
же бути iнварiантна система (1).

Згiдно (26) маємо загальний вигляд опе-
ратора масштабних перетворень

X5 = A5(x0)∂0 + B5(x0, x1)∂1+
+[α5ab(x0, x1)u

b + β5a(x0, x1)]∂ua ,
(48)

де A5, B5, α5ab, β5a — довiльнi гладкi функцiї
вiдповiдних аргументiв, якi пiдлягають ви-
значенню за допомогою формул (47).

З комутацiйних умов [X1, X5] = 2X1 та
[X2, X5] = X2 одержуємо, що

A5 = 2x0, B
4 = x1,

α5ab = α5
ab, β

5a = β5
a,

(49)

де α5
ab, β

5
a — довiльнi сталi.

Отже,

X5 = 2x0∂0 + x1∂1 + Q3, (50)

де Q3 = (α5
abu

b + β5
a)∂ua .

З комутацiйних спiввiдношень
[X3, X5] = −X3 та [X4, X5] = 0 маємо

[Q1, Q3] = 0, [Q2, Q3] = −Q2. (51)

Оператор X5 позначимо D.
Таким чином, розширена алгебра Галiлея

для системи (1) має вигляд

AG1(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 + Q2,
Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q3〉,

(52)
де оператори Q1, Q2, Q3 задовольняють умо-
ви (33), (51). У роботi [6] показано, що з то-
чнiстю до перетворень еквiвалентностi (18)
iснує десять нееквiвалентних наборiв опера-
торiв Q1, Q2, Q3, для яких виконуються умо-
ви (51).

Нами знайдено 8 нееквiвалентних вiдно-
сно перетворень (18) виглядiв системи (1),
при яких вона iнварiантна вiдносно алгебри
(52), але, як i у випадку iнварiантностi вiд-
носно алгебри Галiлея, в силу громiздкостi
одержаних систем ми їх не наводимо.

Зображення узагальненої алгебри
Галiлея. Iнварiантнiсть системи (1)

вiдносно узагальненої алгебри
Галiлея.

Розширимо алгебру Галiлея (52) прое-
ктивним оператором, для якого виконую-
ться наступнi комутацiйнi спiввiдношення

[X1, X6] = X5, [X2, X6] = X3, [X3, X6] = 0,
[X4, X6] = 0, [X5, X6] = 2X6.

(53)
Одержану алгебру назвемо узагальненою
алгеброю Галiлея, а оператор X6 — прое-
ктивним оператором i позначимо його П.

Встановимо зображення узагальненої ал-
гебри Галiлея, вiдносно якої може бути iн-
варiантна система (1).

Згiдно (26) загальний вигляд проектив-
ного оператора є наступним

X6 = A6(x0)∂0 + B6(x0, x1)∂1+
+[α6ab(x0, x1)u

b + β6a(x0, x1)]∂ua ,
(54)

де A6, B6, α6ab, β6a — довiльнi гладкi функцiї
вiдповiдних аргументiв.
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З комутацiйних умов [X1, X6] = X5 та
[X2, X6] = X3 одержуємо, що

X6 = П = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q3+

+x1Q2 +
x2
1

2
Q1 + Q4,

(55)

де Q4 = α4
abu

b+β4
a, причому α4

ab, β
4
a — довiль-

нi сталi.
З iнших комутацiйних спiввiдношень (53)

маємо

[Q1, Q4] = 0, [Q2, Q4] = 0, [Q3, Q4] = 2Q4.
(56)

Таким чином, узагальнена алгебра Галi-
лея для системи (1) має вигляд

AG2(1, 1) = 〈∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1 + Q2,
Q1, D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q3,
П = x2

0∂0 + x0x1∂1 + x0Q3+

+x1Q2 +
x2
1

2
Q1 + Q4〉,

(57)
де оператори Q1, Q2, Q3, Q4 задовольняють
умови (33), (51), (56).

Знайдемо вигляд нелiнiйностей F,G, H,
при яких система (1) iнварiантна вiдно-
сно узагальненої алгебри Галiлея. В робо-
тi [6] показано, що з точнiстю до пере-
творень еквiвалентностi (18) iснує шiстнад-
цять нееквiвалентних наборiв операторiв
Q1, Q2, Q3, Q4, для яких виконуються кому-
тацiйнi спiввiдношення (33), (51), (56).

Для кожної системи, iнварiантної вiдно-
сно розширеної алгебри Галiлея, за вигля-
дом операторiв Галiлея та дiлатацiї встано-
вимо зображення проективного оператора
(див. [6]). Одержанi результати можна по-
дати у виглядi наступної теореми.

Теорема 2. Система рiвнянь (1) iнва-
рiантна вiдносно узагальненої алгебри Га-
лiлея (57) тодi i тiльки тодi, коли вона з
точнiстю до перетворень еквiвалентностi
(18) має один з наступних виглядiв:

U0 = ∂1

[(
λ11 0
0 λ22

)
U1

]
+

+

( −u2 m12

0 −u2

)
U1 + 1

2
(u2)2

(
1
0

)
,

(58)

причому Q1 = ∂u1, Q2 = ∂u2,Q3 = (λ11 +

+m12)∂u1 − u2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 −u1

u2

0 −1
2

)
U1

]
+

+

(
m11u

1 0
m21u

2 0

)
U1 + (u1)2

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(59)
причому Q1 = u2∂u2 , Q2 = 0, Q3 = −u1∂u1 +
+1

2
u2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[(
λ11 0
0 λ22

)
U1

]
+

+

( −u1 0
m21u

2 −(2λ22 + 1)u1

)
U1+

+(u1)2u2

(
0

λ22 + 1
2

)
,

(60)

причому Q1 = u2∂u2 , Q2 = ∂u1, Q3 =
−u1∂u1 + +(λ22 + m21)u

2∂u2, Q4 = 0;

U0 = ∂1

[( −1
2

0
0 − 1

2m1

)
U1

]
+

+ω2

( −m1m11 m11
u1

u2

−m1m12
u2

u1 m12

)
U1+

+ω4

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(61)

причому Q1 = u1∂u1 + m1u
2∂u2 , Q2 = 0, Q3 =

−1
2
(I +m1u

2∂u2), Q4 = 0, ω = u2

(u1)m1
, m1 6= 0;

U0 = ∂1

[( −1
2

0
0 −1

2

)
U1

]
+

+u2

u1

(
n1u

1

n2u
2

)
,

(62)

причому Q1 = I, Q2 = 0, Q4 = 1
n1−n2

u1∂u2,

Q3 =
(
−1

2
+ n1

n1−n2

)
I − 2u2∂u2, n1 6= n2;

U0 = ∂1

[
−1

2

(
1 −1
0 1

)
U1

]
+

+e−2ω
(

m11 + m21
u1

u2 −( u1

u2 + 1)(m11 + m21
u1

u2 )

m21 −( u1

u2 + 1)m21

)
U1+

+e−4ω

(
n1u

2 + n2u
1

n2u
2

)
,

(63)
причому Q1 = I + u2∂u1, Q2 = 0, Q3 = −1

2
I,

Q4 = 0, ω = u1

u2 − ln u2;
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U0 = ∂1

[
−1

2

(
k1 −k2

k2 k1

)
U1

]
+

+e
1

k2
ω

(
2k1

−→
k−→m − 2u1

−→u 2
−→m−→u 2k1

−→
k⊥−→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u

2k2
−→
k−→m − 2u2

−→u 2
−→m−→u 2k2

−→
k⊥−→m + 2u1

−→u 2
−→m−→u

)
U1+

+e
2

k2
ω

( −→n−→u
−−→n−→u ⊥

)
,

(64)
причому Q1 = k1I − k2J , Q2 = 0, Q3 = −1

2
I,

Q4 = 0, ω = k2 ln−→u 2 + 2k1arctg u2

u1 ,
−→u ⊥ = (−u2, u1), −→m = (m1,m2), |−→k | = 1,
k2 6= 0.

У формулах (58)–(64) λab, mab, ma, ka,
na — довiльнi сталi, a, bε{1; 2}.

Зауваження. Частинним випадком си-
стеми (59) є система рiвнянь хемотакси-
су, яка описує формування та поширення
хемотаксисних кiлець Адлера та рiзнi про-
цеси структуроутворення в бактерiальних
колонiях при їх взаємодiї. Її симетрiйнi вла-
стивостi вивченi в роботi [7].

Якщо у системi (64) перейти до функцiї
комплексної змiнної, то одержимо узагаль-
нення рiвняння Гiнзбурга-Ландау

ψ0 = −k
2
ψ11 + [m∗

2
(2k1kψ∗ψ1−

−(|−→ψ |2)1) + n∗|−→ψ |4e2w]e2wψ,
(65)

де ψ = u1 + iu2, k, m, nεC, , яке є основ-
ним нелiнiйним рiвнянням фiзики нерiвно-
важних середовищ i виникає при описi ди-
фузного хаоса i дисипативних структур в гi-
дродинамiцi, фiзицi лазерiв та хiмiчний кi-
нетицi [2], [18] Симетрiйнi властивостi рiв-
няння Гiнзбурга-Ландау без деривативного
члена вивчались А.Г. Нiкiтiним в роботi [23].

При k1 = 0 з рiвняння (65) можна одер-
жати узагальнення рiвняння Шредiнгера з
деривативною нелiнiйнiстю

iψ0 = 1
2
ψ11 + [α(|ψ|2)1 + β|ψ|4]ψ, (66)

де α, βεC.
Рiвняння (66) належить до класу рiвнянь

iψ0 = −1
2
ψ11 + (λ1 + λ2|ψ|2 + λ3|ψ|4+

+λ4∂1|ψ|2)ψ + (λ5 + λ6|ψ|2)∂1ψ,
(67)

якi використовуються для моделювання
хвильових процесiв в рiзних роздiлах фiзи-

ки, таких як нелiнiйна оптика. Зокрема, во-
но описує альвеновськi хвилi з круговою по-
ляризацiєю — магнiтогiдродiнамiчнi хвилi,
що розповсюджуються в плазмi в магнiтно-
му полi [19–21] хвилi Стокса у рiдинi скiн-
ченної глибини та iн.

Серед одержаних нами систем, як ча-
стиннi випадки, мiстяться також нелiнiй-
на система рiвнянь конвекцiї-дифузiї, симе-
трiйнi властивостi якої були вивченi в робо-
тi [6], системи рiвнянь реакцiї-дифузiї, що
дослiджувались у роботах Р.М. Чернiги та
Дж. Кiнга [13]–[16], А.Г. Нiкiтiна [22]–[25],
А.Г. Нiкiтiна та Р. Вiтлшира [26], [27].

Поряд з цим встановлено систему (58),
яка не може бути одержана iз узагальнення
ранiше вiдомих систем, iнварiантних вiдно-
сно алгебри Галiлея.

Висновки

Отже, в данiй роботi з точнiстю до пе-
ретворень еквiвалентностi (18) встановлено
вигляд систем класу (1), якi володiють симе-
трiйними властивостями, характерними для
рiвнянь, що описують процеси, пiдпорядко-
ванi принципу вiдносностi Галiлея. Серед
них, як частиннi випадки, мiстяться рiвня-
ння Шредiнгера, Гiнзбурга-Ландау, система
рiвнянь хемотаксису та iншi. Одержанi си-
стеми, в силу своїх симетрiйних властиво-
стей, можуть бути використанi при моделю-
ваннi реальних фiзичних процесiв.
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