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УДК 004.942:624.015 
ПРОГНОЗУВАННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ СТИСНУТИХ ЗАЛІЗОБЕТОННИХ 

ЕЛЕМЕНТІВ ШЛЯХОМ КОМП’ЮТЕРНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 
 
А. В. Гасенко 
П. А. Юрко 
 
У статті описано етапи проведення комп’ютерного скінченно-елементного моделювання ко-

ротких позацентрово-стиснутих залізобетонних елементів, проведеного з метою оптимізації 
програми послідуючих експериментальних досліджень серії аналогічних зразків. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, позацентровий стиск, залізобетонний еле-
мент, скінченно-елементне комп’ютерне моделювання. 

Постановка проблеми у загальному 
вигляді та її зв’язок із важливими науковими 
чи практичними завданнями. На даному етапі 
розвитку будівництва в Україні одними із основ-
них будівельних матеріалів є бетон та арматура. 
На протязі багатьох років сумісне використання 
цих матеріалів дозволило швидко та надійно 
проводити спорудження будівель і споруд різного 
характеру й призначення. На сьогодні значна 
частина об’єму будівництва направлена на зве-
дення багатоповерхових будівель під соціальне 
житло [1]. Тому основної уваги при зведенні 
будівель приділено до їх енергоефективності, 
надійності, довговічності, швидкому терміну 
будівництва із використанням якомога менших 
трудових та матеріальних ресурсів. Будівництво 
під соціальне житло котре ведеться в 
Полтавській області здійснюється із використан-
ням конструктивної системи «КУБ-2.5». Одним з 
факторів від яких залежить підвищення 
поверховості таких будівель є несуча здатність 
колон [2], тому дослідження стиснутих 
залізобетонних елементів є актуальною задачею. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій, в 
яких започатковано розв’язання даної про-
блеми, виділення невирішених раніше частин 
загальної проблеми. Дослідженню міцності 
стиснутих залізобетонних елементів присвячено 
достатня кількість робіт, виконаних починаючи із 
20 років ХІХ століття [1, 3]. На даному етапі роз-
витку теорії залізобетону його розглядають як 
нелінійно деформований матеріал [2, 4]. 
Деформаційна модель розрахунку основана на 
повних діаграмах стану матеріалу [5, 6], знайшла 
себе в новому ДБН-В.2.6-98:2009 “Бетонні та 
залізобетонні конструкції” [7]. Це ускладнює 
розрахункові положення, а в деяких випадках 
вимагає проведення експериментальних 
досліджень для поглиблення та отримання до-
даткових результатів. 

Розрахунок і конструювання стиснутих 
залізобетонних конструкцій на сьогодні 
розроблені недостатньо, що сповільнює впро-
вадження їх у практику будівництва [8]. Проекту-
вання цих конструкцій ведеться в основному 
згідно з діючими ДБН-В.2.6-98:2009 [7] та 
посібників до них. У деяких випадках виникає по-
треба для проведення ряду експериментальних 

досліджень направлених на отримання додатко-
вих даних. Для зменшення обсягів експеримен-
тальних досліджень можливе створення моделей 
залізобетонного елемента шляхом комп’ютерного 
моделювання із використанням чисельних 
методів розрахунку [9]. 

Метою даної роботи є моделювання 
залізобетонних елементів колон із використанням 
комп’ютерного програмування для дослідження їх 
напружено-деформованого стану та несучої 
здатності. 

Виклад основного матеріалу. У 
монолітному каркасному багатоповерховому 
будівництві колона є основним несучим елемен-
том, що працює на стиск. Міцність її у нормаль-
ному перерізі залежить від багатьох факторів, які 
ускладнюють теоретичний розрахунок. Серед 
них: мінливість значення зовнішньої сили N та 
відстань її прикладання e відносно центральних 
осей перерізу, розташування арматури в перерізі 
та коефіцієнт армування μs, фізико-механічні ха-
рактеристики бетону fcd, Ecd й арматури fyk, Es, 
напружено-деформований стан (НДС) у стадії 
руйнування, висота стиснутої зони бетону х, 
швидкість та рівень навантаження та інші. Тому 
отримання повної картини напружено-
деформованого стану та міцності 
залізобетонного елементу залежить від великої 
кількості результатів експериментальних 
досліджень. Зменшення кількості та оптимізація 
розмірів експериментальних зразків можна досяг-
ти шляхом комп’ютерного моделювання [9]. Мо-
делювання напружено-деформованого стану 
(НДС) моделей зразків було виконано за допомо-
гою програмного комплексу скінченно-елементого 
аналізу MSC NАSTRАN (NAsa STRuctural 
ANalysis) Femap 10.1.1 SC 32bit / 64 bit на елек-
тронно-обчислювальних машинах. Цю програму 
скінченно-елементного аналізу визнано лідером у 
даному напрямку із-за повного огляду явищ різної 
фізичної природи досліджуваних матеріалів. Ви-
користовувалася учбова демо-версія SDRC-
FEMAP 8/1a S/N 000-00-00-DEMO-406F-
00000000. 

Геометричні моделі досліджуваних 
віртуальних зразків створювалися безпосередньо 
в підпрограмі Femap. Сталева та бетонні частини 
створювалися окремо. Габаритні розміри моделі 
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складали 120×120×1000 мм. Обов’язково викону-
вався контроль геометричних характеристик 
створеного плоского перерізу: площі, положення 
центра ваги, моментів інерції, моментів опору і 
радіусу інерції відносно головних осей. 

Матеріали моделі – сталева арматура і бе-
тон – задавалися окремо, як ізотропні. Всі 
властивості матеріалів задавалися у вигляді ска-
лярних величин. Значення фізико-механічних ха-
рактеристик матеріалів (модуль пружності Юнга 
Е і коефіцієнт поперечних деформацій ν) та зако-

ну деформування (σ-ε) бралися згідно діючих 
норм. Приймалося, що розподіл напружень 
змінюється за законом [7]: 

5

1 1

n

c
c cd n

n c

f A
e

s
e=

æ ö
= ç ÷

è ø
å

,  (1) 
де fcd – розрахункове значення міцності бе-

тону на стиск; 
Аn – коефіцієнти, котрі характеризують міцнісні 
властивості бетону; 
εс1 – деформації, що відповідають межі міцності 
бетону при стиску. 

Зв'язок між σs – εs описується залежностями:  

при 10 s se e£ £ s s sEs e= ×
;  (2) 

при 1 2s s se e e£ £ s ykfs =
;  (3) 

де 1se  – значення деформацій, які визнача-
ють межу пружної ділянки діаграми, 

1s yk sf Ee =
; 2se  – значення максимальних 

відносних деформацій арматури, котрі 
відповідають межі пластичної ділянки діаграми, 

2 2,5se = ‰. 
Наступним кроком моделювання після ство-

рення геометричної моделі та задавання власти-
востей матеріалів було створення якісної 
скінченно-елементної сітки. При розрахунку дуже 
велике значення має симетрична сітка, так як в 
іншому випадку розподіл напружень і пластичних 
деформацій матимуть несиметричний вигляд.При 
виборі типу та розмірів скінченних елементів, на 
які розбивалась утворена модель, враховано час 
створення об’ємної скінченно-елементної сітки, 
необхідний дисковий простір для проведення 
персональним комп’ютером розрахунку, точність 
та збіжність отриманих результатів при розрахун-
ку моделей розбитих різними елементами. Після 
виконання серії розрахунків однієї і тієї ж моделі, 
розбитої різними об’ємними елементами (гекса-
едрами чи тетраедрами із стороною від 0,5 до 
10% від найбільшого габаритного розміру зраз-
ка), та після порівняння збіжності отриманих 
результатів, вирішено розбивати модель на тет-
раедри із стороною рівною восьмій частині 
розміру робочого поперечного перерізу елементу 
колони. При таких розмірах скінченно-елементної 
сітки відхилення від середнього значення напру-
жень порахованого по результатам всіх 
розрахунків складає до 1,5%, а необхідні ресурси 
персонального комп’ютера для проведення роз-
рахунку майже однакові у порівнянні з більш 
крупною сіткою. 

Після розбиття об’ємних деталей модельо-
ваного залізобетонного елемента (арматурного 
каркасу та бетонної частин) на скінченні елемен-
ти проводилося об’єднання співпадаючих вузлів 
на гранях сталі та бетону. На рисунку 1, а) пока-
зано вигляд модельованого елементу, а також 
окремо арматурного каркасу (рис. 1, б) після роз-
биття їх на скінченні елементи. 

 

а)  б)  
Рис. 1- Загальний вигляд моделі стиснутого елементу після розбиття на скінченні елементи:  

а) - бетон; б) – арматурний каркас 
 

Під час накладання граничних умов нижній 
частині елементу колони було заборонено 
поступальні й обертальні переміщення по всіх 
трьох осях. Верхній частині – поступальні 
переміщення у площині перпендикулярній попе-
речному перерізу колони та обертальні 
переміщення по всіх трьох осях. Згідно 
розрахункової схеми прикладення навантаження 
до елемента колони передавалося через мета-
леву змодельовану вставку, яка була завантаже-
на рівномірно (див. рис. 2). Така схема заванта-
ження та закріплення моделі максимально на-
близила модельований елемент до його реальної 

роботи в каркасі будівлі. 
У результаті проведення розрахунків мето-

дом скінченних елементів за допомогою елек-
тронно-обчислювальних машин були отримані 
графіки розподілу відносно головних осей 
деформацій і напружень на поверхні моделей, в 
арматурних стержнях та їх числові значення із 
вказуванням екстремумів. Виконано детальний 
аналіз місць концентрації напружень у моделі 
колони. Вигляд моделі колони після деформу-
вання показано на рисунку 3. На стовпчику спра-
ва показана величина деформацій в метрах. 
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Рис. 2- Схема та ескіз прикладення навантаження на модель зразка 

 

На рисунках 4 і 5 показано розподіл напружень на поверхні та в арматурних стержнях модельо-
ваних елементів колон. На шкалі справа показані величина напружень на поверхні бетону та арматури 
згідно кольорового відтінку. 

 

а)  б)  
Рис. 3- Схема деформування елемента колони при нульовому ексцентриситеті (а)  

та при ексцентриситеті прикладення навантаження е0 = 30 мм (б) 
 

Аналізуючи отримані графіки, виділяється 
картина напружень із найбільшими значеннями, 
котрі залежать від прикладання зосередженої 
сили на модель колони. Для зразків із ексцентри-
ситетом е0 = 0 мм (див. рис. 4), максимальні на-

пруження у бетоні та арматурних стержнях, як і 
слід було чекати, зосереджені в робочій частині 
зразка розміром 120×120 мм так як тут менша 
площа поперечного перерізу бетону. Слід 
відмітити, що ці напруження мають рівномірний 
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характер по висоті робочої частини зразка, рівній 
520 мм. 

У елементі колони, котра досліджувалася із 
ексцентриситетом е0 = 30 мм, картина напруже-
но-деформованого стану дещо відрізняється 
(див. рис. 5): у місцях зміни перерізу бетону 
спостерігається сплеск (концентрація) напружень. 
Екстремальні напруження у цих місцях приблизно 
вдвічі більша за напруження в основній робочій 
частині перерізу. 

Виконано аналіз значень нормальних та до-
тичних напружень по всіх головних осях моделі 

елементу колони. Аналізуючи нормальні напру-
ження по осях х та у (осі перекриття), відмічено 
концентрацію розтягуючих напружень у моделях 
із е0 = 30 мм у місцях зменшення перерізу, що 
приєднують опорну підошву до елемента моделі 
колони. Максимальні напруження на стиск у 
бетоні при цьому рівні 15 МПа (межа міцності бе-
тону використаного класу С25/30 на стиск 
fcd = 17 МПа); в арматурних стержнях – 530 МПа 
(характеристичне значення міцності сталі арма-
тури А400 С на розтяг fck = 550 МПа). 

 

а)                           εс 

 

εs 

 

б)                       σс, Па 

 

σs, Па 

 
Рис 4-Розподіл поздовжніх деформацій (а) та нормальних напружень (б)  

відповідно на поверхні бетону та арматури моделей при ексцентриситеті е0 = 0 мм 
 

а) εс 

 

εs 

 

б)                       σс, Па 

 

σs, Па 

 
Рис. 5-Розподіл поздовжніх деформацій та нормальних напружень 

 відповідно на поверхні бетону та арматури моделей при ексцентриситеті е0 = 30 мм 
 

Висновки з даного дослідження і пер-
спективи подальших розвідок у даному на-

прямку. Розглядувана модель залізобетонного 
елемента колони є досить проста і дозволяє про-
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вести дослідження напружено-деформованого 
стану при різному відсотку армування та прикла-
дення зосередженої сили якісно обґрунтованої 
кількості й без зайвого марнотратного виготов-
лення експериментальних зразків.Використання 
комп’ютерної програми для моделювання напру-
жено-деформованого стану нормального 
перерізу стиснутого залізобетонного елементу 
колони дозволив виявити місця на конструкції із 
найбільшими напруженнями. Отримані результа-
ти розрахунку на створених і обрахованих мето-

дом скінченних моделей елементів близькі ек-
спериментальним результатам і розрахункам 
попередніх дослідників [9, 10], розбіжність 
результатів складає не більше 15%. 

Таким чином, моделювання напружено-
деформованого стану стиснутого елементу доз-
волив оптимізувати розміри зразків для прове-
дення подальших експериментальних випробу-
вань, а також виділити місця на зразках, на які 
треба звернути особливу увагу під час проведен-
ня експерименту. 
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Гасенко А.В., Юрко П.А. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

СЖАТЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ПУТЕМ КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ. 
В статье описаны этапы проведения компьютерного конечно-элементного моделирования коротких 

внецентренно-сжатых железобетонных элементов, проведенного с целью оптимизации программы после-
дующих экспериментальных исследований серии аналогичных образцов. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, внецентренное сжатие, железобетонный 
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Gasenko Anton, Jurko Pavel PREDICTION OF STRAIN-DEFORMATION CONDITION OF COMPRESSED RE-

INFORCED CONCRETE ELEMENTS BY MEANS OF COMPUTER SIMULATION. 
This article describes the stages of computer finite element modeling of short-eccentrically compressed reinforced 

concrete elements. The numerical experiment was carried out in order to optimize the program follow a series of experi-
mental studies of similar samples. Calculations were performed using the software package MSC NАSTRАN for Win-
dows. 

Proposed model reinforced concrete elements column is quite simple. It allows you to conduct a study of the strain-
deformation condition at different percentages of reinforcement and application of concentrated force qualitatively rea-
sonable quantities and without unnecessary wasteful samples of. Dimensions models of the samples were 
120×120×1000 mm. Model materials – steel and concrete – were set separately as isotropic materials. The value of 
physical and mechanical properties of materials (Young's modulus E and coefficient of transverse deformation ν) and the 
law of deformation (σ-ε) were taken according existing regulations. Wondered construction materials: steel – as an elas-
tic, concrete – as elastic-plastic materials because the beginning of the formation of microcracks in concrete occurs at 
lower loads than the fluidity of the concrete. The type and size of the finite element depended on the creation of volume 
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finite-element mesh required, disk space for computer calculation, accuracy and convergence of the results obtained in 
the calculation models divided the various elements. Finally decided to break the model in tetrahedrons of side equal 
eighth of the size of the working element cross-section of the column. 

As a result of calculations by finite element method using computers were obtained showing the distribution with re-
spect to the principal axes of strain and stress on the surface patterns, reinforcing rods and their numerical values with 
indication of extremes. For samples with zero eccentricity of application of the load maximum stress in the concrete and 
reinforcing rods are concentrated in the working sample size of 120×120 mm. For examples of application of the load 
eccentricity 30mm in places sectional concrete changes observed stress concentration. Extreme stress in these places 
about twice larger than the tension in the main part of the working section.Thus, the use of a computer program to simu-
late the strain-deformation condition of normal cross-section of compressed reinforced concrete elements of the column 
revealed a place for the construction of major stress. 

Keywords: strain-deformation condition, eccentric compression, reinforced concrete element, finite element com-
puter modeling. 
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УДК 539.3 
КРИТИЧНИЙ СТАН ВЗАЄМОДІЇ ХВИЛЬ СИЛЬНИХ РОЗРИВІВ  

З ПЛОЩИНОЮ РОЗДІЛУ СУЦІЛЬНОСТІ ПРУЖНОГО СЕРЕДОВИЩА 
 

Г. М. Іванченко 
 
На основі променевого методу розроблена методика дослідження кінематики і динаміки взає-

модії хвиль сильних розривів із поверхнею розділу суцільності пружного середовища. Встановлено, 
що кінематичні і динамічні умови критичних станів взаємодій поперечних хвиль сильних розривів з 
поверхнями розділу суцільності пружного середовища наступають одночасно. 

Ключові слова: пружне середовище, хвилі сильних розривів, взаємодія, критичні стани. 
Вступ. Вивченняпроцесів перетворення сей-

смічних хвиль в тектонічних структурах, дослі-
дження особливостей проходження їх через не-
однорідності в середовищах, умов виникнення 
аномальних явищ та механізмів підсилення або 
ослаблення цих хвиль є передумовою розробки 
інженерних заходів захисту споруд від впливу 
динамічних явищ в основі, викликаних техноген-
ними чинниками абоземлетрусом – одним з най-
більш руйнівних явищ природи (час і місце вини-
кнення якого спрогнозувати практично неможли-
во).Механізми зміни інтенсивності хвилі в бага-
тошаровому середовищі пов’язані із виникненням 
геометричних сингулярностей (акустик) на хви-
льових фронтах[1] і фокусуванням або розсію-
ванням хвиль випуклими і ввігнутими вільними 
поверхнями середовищ [2, 3], поверхнями розді-
лу середовищ [4, 5, 6, 7] та пружними лінзами [6, 
8]. Для моделювання і вивчення явищ перетво-
рень нестаціонарних хвиль в неоднорідних і ша-
руватих пружних середовищах зручно використа-
ти модель хвиль сильних розривів (на фронтах 
яких терплять розрив похідні нижчих порядків від 
польової функції) в трансверсально-ізотромному 
середовищі і аналізувати їх за допомогою нульо-
вого наближення променевого методу, що дозво-
ляє будувати фронти хвиль і визначати величину 
розривів параметрів хвиль на цих фронтах [9, 10, 
12]. При використанні цього методу еволюцію 
поверхні фронту хвилі сильних розривів описує 
рівняння ейконалу, нульовий член ряду апрокси-
мації визначає величину розриву польової функ-
ції на поверхні фронту, а решта членів ряду – 
зміну поля за фронтом. З використанням такого 

підходу виконані дослідження критичних станів 
взаємодії хвилі сильних розривів з криволінійни-
ми поверхнями і межами розділу середовищ [2, 
4-8]. 

Критичні стани взаємодії хвиль сильних роз-
ривів з неоднорідностями середовищ мають міс-
це при самих простих дифракційних перетворен-
нях на плоских поверхнях розділу не лише анізо-
тропних пружних середовищ, а навіть ізотропних. 
Вони обумовлені деякими критичними кутами 
падіння фронту, коли лінія перетину падаючої, 
заломлених і відображених хвиль рухаються по 
поверхні розділу середовищ з певною критичною 
швидкістю. Для вивчення цих явищ є потреба у 
побудові фронтів відображених і заломлених 
хвиль (кінематична задача) та у визначенні їх ін-
тенсивностей (динамічна задача). Для 
розв’язування кінематичної задачі, яка для анізо-
тропних середовищ є суттєво нелінійною, засто-
совується метод Ньютона з використанням алго-
ритму, викладеному у роботі [5]. Для підрахунку 
магнітуд розривів польових функцій на фронтах 
хвиль зручно використати нульове наближення 
променевого методу з використанням алгоритму, 
що базується на умові збереження кількості руху 
при ударній взаємодії падаючої хвилі, відображе-
них і заломлених [12]. При використанні такої ме-
тодики (в рамках теорії лінійних ідеальних пруж-
них середовищ) критичними вважаються стани, 
при яких інтенсивності хвиль, що сформувались 
внаслідок дифракції, прагнуть до нескінченності. 

Ціллю цієї роботи є дослідження взаємодії 
хвиль сильних розривів з площиною розділу су-
цільності пружного середовища та з’ясування 
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